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SaZetak. U ovome clanku ¢emo primijeniti konstrukciju za istovremenu podjelu vise
duzina razlicitih duljina na jednake dijelove u smislu konstruktivne geometrije. Ova
metoda je bazirana na poopcéenoj GLaD-0voj konstrukciji, jer primjena Euklidove metode
podjele duzine na jednake dijelove nikako nije pogodna za ovaj problem. I na kraju ¢emo
Jjos dati virtualne konstrukcije transcendentnih brojeva In2 i /4.

Kljuéne rijeci. GLaD-ova podjela duzina, istovremeno vise duzina.

Simultaneous Division of Several Segments of Different Lengths
into Equal Parts

Abstract. In this article we will apply a construction for simultaneous division of several
segments of different lengths into equal parts in meaning of constructive geometry. This
method is based on the overlapping GlaD’s construction because the application of
Euklid's method distribution of segment to equal parts is by no means suitable for this
problem. And finally we will give the virtual construct of transcendent numbers In2 and
zl4.

Keywords. GLaD'’s division of segments, simultaneously more segments.

Poznato nam je makar dvadeset tri stoljeca, kako se moZze bilo koja duzina podijeliti,
u smislu konstruktivne geometrije, na bilo koji broj jednakih duzina. Naime, tu
konstrukciju je iskazao i dokazao Euklid u Propoziciji 10. u Knjizi 6, koja je sastavni dio
njegovih Elemenata. Nadalje, ta jedino poznata metoda podjele duzine na jednake dijelove
se u matematici, i ne samo u matematici, primijenjivala, sve dok nije objavljen ¢lanak
Euklid-Fibonacci-Sketchpad, ¢iji su autori Daniel Litchfield i David Goldenheim uz
potporu Charles H. Dietricha. Autori su ga objavili u ¢asopisu The Mathematics Teacher u
broju iz prvog mjeseca 1997. U tome ¢lanku, taj teorem konstruktivne podjele razdvojen je
na dva slucaja; na sluc¢aj neparnoga broja jednakih dijelova i na slucaj parnoga broja
jednakih dijelova. Navedene konstrukcije se zovu GLaD-ove konstrukcije. Vidimo da je
akronim izveden od prvih slova prezimena autora tih konstrukcija. No, mi ¢emo sada dati
poopcenje tih konstrukcija, tako da ne¢emo razlikovati podjelu na parni ili neparni broj
jednakih dijelova i to ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Nakon toga ¢emo tu
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konstrukciju primjeniti na istovremenu podjelu viSe duzina razli¢itih duljina na jednake
dijelove. I na kraju ¢emo dati dvije virtualne konstrukcije transcendentnih brojeva.

Definicija 1. U ovome ¢lanku ¢emo za duZinu, Cije su krajnje tocke A i B,
primjenjivati oznaku AB aza njezinu duljinu oznaku |AB| i kona¢no ¢emo pravac kroz
te tocke oznacavati s AB.

Konstrukcija 1. Bilo koja duZina o_A se dijeli na bilo koji broj n, gdje je
ne {2,3,4, }, jednakih duzina konstrukcijom prikazanom kao na Slici 1., gdje je

1
|OPn|=H|OA|' (1)

Dokaz. Neka je zadana duzina OA ¢ija je duljina |OA| =a. Tu duzZinu trebamo
podijeliti na N duzina jednakih duljina. U svrhu toga kostruirajmo paralelogram OAS,B;
tako da je |OA/=|BS) —a, |0B|=|AS=b i a=/(|OA,|OB|), gdjeje 0<a <.
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Slika 1.

Povucimo dijagonale Cfl i AB koje se sjeku u tocki S, = Cfl ~ AB. Postavimo
taj paralelogram u koordinatni sustav kao na Slici 1. Jasno je, da je apscisa tocke P,

jednaka %, odnosno Pz(% ,Oj, jer je to sjeciSte pravca s OA, koji prolazi kroz S, a
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paralelan je s OB. Sli¢no bismo raCunanjem prema Slici 1. dobili da je
%(%,Oj,...,Pn(E,Oj. Sada ¢emo kroz Pn(E,Oj i B(bCOSa,bSina) postaviti
n n

pravac
bsi
Py - y—&(nx_a)’ (2)

nbcosa —a

akroz 0(0,0) i S,(a+bcosa,bsina) pravac

bsin o
a+bcosa ©)
Ovi se pravei sjekuutocki S, aiz (2) i (3) slijedi da je
a+bcosa bsina
SM( , j (@)
n+1 n+1

Postavimo li sada pravac (|, kroz tocku S, _, paralelno s OB, tada ¢emo dobit da

je d.y: y=xtga—atﬂ, a taj pravac sijeCe os X u tocki Pnﬂ(i,OJ, dakle je
n+1 n+1
|OP, 4] :%|OA , ¢ime je K1., odnosno konstrukcija na Slici 1., u potpunosti dokazana.
n+

Napomena 1. Ako izvrS§imo specijalizaciju na Slici 1. tako da uzmemo da je
a =90°, tada dobivamo Sliku 2., koja ¢e nam neki put biti prakti¢nija.

y
B(0,b
©h) S;(ab)
S
P1
P2 S, G
Ph-
Pa\ " S
P+ |
n+l S+ s, | q
Sn+2 | | 2
i 043
An\ |
| X
O(0,0) Pn+1 Pn P3 Pz A(a,O)E Pl
Slika 2.
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Definicija 2. Paralelogram na Slici 1. s procedurom navedene konstrukcije zovemo
GLaD-ov paralelogram, a pravokutnik na Slici 2. zovemo GLaD-ov pravokutnik. Nadalje,

duzinu OA s konstruiranim totkama respektivno nazivamo baza GLaD-ovog
paralelograma, odnosno baza GLaD-ovog pravokutnika.

Konstrukcija 2. Neka su zadane tri duzine: AB;, A/B,, AB;; ¢ije su duljine u
odnosu |A B[ <|A,B,|<|A;B,|. Nadalje, neka duljina baze GLaD-ovog pravokutnika

zadovoljava nejednakost |AB| <|AB,|. Sada, na osnovi iznesenog se postavlja zadatak, da

se konstruira podjela duzina: A B, na dva jednaka dijela, A,B, na tri jednaka dijela,

A,B; na pet jednakih dijelova.

Rjesenje. 1z postavljenih uvjeta slijedi da moZemo konstruirati A ABB,. Koriste¢i
konstrukciju K1. dobivamo na bazi GLaD-ovog pravokutnika tocke: P,, P;, P,. Ako sada

kroz te tocke postavimo pravce paralelne s pravcem BB,, tada oni sjeku respektivno

duzine: AB,, A,B,, A,B;; utockama B, ,, B, ;, B;5. Jasno je, da je:

b |AB|<|A 1B |<|A;B,|<|A3B ;| C=s,
s
S3 |
SN
NAN |
A=A, 1 P e P B =Py
k=1,2,3 B Bys Bi2
|AB|=a '
1 1 B
|AB 1= |AB |-, !
1 1
|Ale3|—§|ABZ|—§a2 >
1 1
|ABss|=T|ABs|=Tas >

Slika 3.
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‘AiBl,Z‘ :%|A181|1 ‘AQBZ,S‘ :%|A282|1 ‘A?.Bs,s‘ :%|A3Bs|-

Duzine AB,, , AB,;, AB;; se zovu inicijalne duzine, a to zna¢i da npr.

inicijalnu duzinu A;B,; trebamo nanijeti 5 puta na duzinu A;B,,pa bi time napravili

trazenu podjelu te duzine na 5 jednakih djelova. Dakle, postavljeni zadatak je u potpunosti
rijeSen i sada je jasno da Euklidova metoda ne bi bila prikladna za ovu konstrukciju.

Napomena 2. Na osnovi K1. je jasno kako bi napravili poopéenje na podjelu bilo
kojeg broja duzina na bilo koji broj jednakih djelova. Svakako, da se pretpostavlja da
duljine duzina ¢ine striktno rastuéi niz, a ako to nije, tada ih presortiramo tako da to bude.
I kona¢no napomenimo, da nikoje dvije duzine nemaju iste duljine.

Sada ¢emo dati jo§ dvije najavljene konstrukcije primjenom izvedene metode.

Konstrukcija 3. Nacinimo virtualnu konstrukciju transcendentnog broja In2
"proizvoljno" to¢no.

Rjesenje. Poznato nam je iz matematicke analize, da je

In2:1—1+1—1+1—... (5)
2 3 4 5
ro=|AP, [=1/2 |AB|=1
r;=|APs|=1/3 ya
r,=|AP, |=1/4 ’/
rs=|APs|=1/5 =172
r6:|AP6 |:1/6 r,=1/4
A P¢Ps Py Pg P2 B=P;
r3=1/3

Slika 4.
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111
1z (5) slijedi, da trebamo znati konstruirati brojeve E,g,z,...,éto je prikazano na

Slici 4. Sada, pretpostavimo da je AB jedini¢na duzina, dakle |AB|=|AR|=1. Da

pojednastovimo konstrukciju na slici smo uzeli samo bazu GLaD-ovog pravokutnika, gdje
1

su naznacene tocke P,, gdje je |APn| = —. Vidimo, da smo nano$enjem vrijednosti
n

razlomaka ,,gore oduzimali* razlomke s parnim nazivnikom, a ,,dolje dodavali“ razlomke s

neparnim nazivnikom, pa na osnovi (5) i Slike 4. zakljuéujemo da ,konvergiramo*

vrijednosti In2.

Konstrukcija 4. Nacinimo virtualnu Kkonstrukciju transcendentnog broja /4
"proizvoljno" tocno.

Rjesenje. Dobro je poznato, da se u matematickoj analizi izvodi ova veza

221_14_1_14_1

——.. 6
4 3 5 7 9 ©

111
Iz (6) vidimo, da trebamo znati konstruirati E,S,Z,..., a Koristit ¢emo samo
111 . . . . L
557 Analogni postupak je kao i u prethodnom zadatku. Dakle, brojeve koje bih

,»oduzimali* nanosimo gore, a one koje bih ,,dodavali* nanosimo dolje. Vidimo, da je sve
to prikazano na Slici 5. Iz priblizne vrijednosti broja 7/4 trivijalnom konstrukcijom se
dobije i priblizna vrijednost broja 7.

r,=|AB|=1 r5:|AP5|:1/5 r9:|AP9|:1/9’ )

r3:|AP3|:1/3 r; :lAP7|:1/7

rg=1/5  fo=1/9

o

Slika 5.

Napomena 3. 1z zadnje dvije konstrukcije vidimo, da se vrijednosti In2 i n/4
dobivaju s malom to¢nos$¢u i nemaju prakti¢ne vrijednosti. No, moglo bi se postaviti
pitanje, Sto je npr. s virtualnom konstrukcijom sume harmonijskog reda? Naime,
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zanimljivo je re¢i, da suma toga reda toliko sporo divergira, da se ta divergencija ne moze
naslutiti ni pomoc¢u racunala, a pogotovo ne pomocu geometrijskih konstrukcija, koje se

prikazuju na monitoru. Naime, suma prvih 10 * lanova toga reda je manja od 100.

Napomena 4. Dobro je poznato, da se Euklid (oko 330.-275.p.n.e.) ubraja u grupu od
tri najveca matematicara stare ere (Euklid, Arhimed i Apolonije). Buduéi je bio sljedbenik
Platonove filozofije, tada se pretpostavlja da je bio obrazovan u Ateni, kao i to da je
obrazovan od strane Platonovih ucenika. Nadalje, Euklid je u Aleksandriji osnovao
matemati¢ku Skolu Museion, gdje je razvijao svoju nau¢nu djelatnost. Naime, ta ustanova
je bila centar nauke toga doba. Dodajmo i to, da je on svoje Elemente objavio oko 300. g.
p.n.e. Grandioznost toga djela je u tome, §to je ono koncipirano na aksiomatskoj osnovi,
pa se kao takvo koristi sve do danas, uz napomenu, da je David Hilbert nacinio korekciju
tog djela pocetkon dvadesetog stoljeca u djelu Grundlagen der Geometrie. Naime, Hilbert
je dao strogu aksiomatiku geometrije (aksiomi su potpuni, nadalje, oni su medusobno
nezavisni i nekontradiktorni), s tim da neke pojmove nije definirao, ve¢ ih je prihvatio ad
hoc (npr.: toc¢ka, pravac, ravnina, ...). Vazno je jo§ reci, da je iz V postulata Euklidovih
Elemenata proizasla i neeuklidska geometrija (Geometrija Lobacevskog), koja je bila
pretpostavka u izgradnji Einsteinove specijalne teoreija relativnosti.
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