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Sazetak: Neuspjesi studenata u matematici i nedovoljno znanje koje pokazuju nakon zavr$enog
Skolovanja dobrim su dijelom posljedice Cinjenice da se nastava ve¢inom izvodi na nizem nivou, gdje se
suvise insistira samo na usvajanju gradiva, a zapostavlja se visi nivo nastave. Razlog zapostavljanja lezi u
C¢injenici da su za vi$i nivo nastave matematike potrebne zahtjevnije nastavne metode zasnovane na
heuristickoj 1 problemskoj nastavi.

U univerzitetskoj nastavi se nedovoljno koristi savremena metodika nastave matematike, koja pruza
razne mogucnosti za rjeSavanje problema uvodenjem studenata u samostalan i istrazivacki rad, razvijanje
njihovih spososbnosti za rjeSavanje problema kao i razvoja njihovog stvaralackog misljenja i
sposobnosti.

Rad koji slijedi na prvi pogled izgleda jednostavno, medutim, njegov cilj je da ukaze kako se u
univerzitetskoj nastavi matematike mogu vrSiti metodicke transformacije konkretnih sadrzaja, npr.
analitiCke geometrije, geometrije i matemati¢ke analize i uspje$sno primjenjivati principi postupnosti i
oc¢iglednosti, misaone operacije analize i sinteze i analogija kao oblik zakljucivanja.

Kljucne rijeci i fraze: mimoilazne prave, hiperboloidna povrs, rotacija kocke, Kavalijerijev princip,
zapremina rotacionog tijela

Abstract: Failures of students in mathematics and a lack of knowledge that they express after
graduation are largely due to the fact that teaching is mostly performed at a lower level, where the focus
is only on the acquisition of content, and the higher level of education is neglected. The reason for
neglecting lies in the fact that demanding teaching methods based on heuristic and problem teaching are
necessary for a higher level of mathematics.

The university teaching insufficiently uses contemporary methods of teaching mathematics which
provide a variety of options for solving problems by introducing students to independent and research
work, developing their abilities to solve problems, and developing their creative thinking and
competences.

This paper may seem very simple at first glance, but its aim is to show how methodical
transformation of specific content can be made in university teaching of mathematics, such as analytic
geometry and geometry and mathematical analysis, and how the principles of gradualism and
obviousness, thoughtful operations of analysis and synthesis, and analogy as a form of reasoning can be
successfully applied.

Keywords and phrases: skew lines, hyperboloid surface, cube rotation, Cavalieri's principle, rotation-
body volume
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,Nije dovoljno samo znati; treba i primijeniti.
Nije dovoljno htjeti; treba i uciniti

Johann Wolfgang von Goethe

Na dvocasu vjezbi iz Matematike 2 na Fakultetu za informacione tehnologije Univerziteta
»Mediteran* u Podgorici, na kraju semestra, da bih angazovao kompletnu grupu studenata, predlozio sam
sljedecu ,,igru sa matematickim asocijacijama“.

Igra pocinje tako $to piSem na tabli kratku reCenicu sa nekom matematickom sadrzinom. Igraci —
studenti treba da smisle sljede¢u ,,matematicku reCenicu, ¢ija se sadrzina nadovezuje na sadrZinu
prethodne recenice. Recenicu najhitrijeg igrac¢a napisac¢emo na tabli, ispod prve recenice. Poslije toga ¢e
studenti formulisati tre¢u reCenicu, vezanu za sadzinu prethodne recenice, pa Cetvrtu recCenicu sa
asocijacijama sa tre¢om recenicom i tako dalje. Cilj igre je da se na ovaj na¢in obuhvati §to vise
gradiva.

Za pocetak odabrao sam matematicku recenicu:
U pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu u prostoru date su prave

Il[A(a, 0,0), C,(0,4, a)] [ IZ[AL(a, 0,a), D,(0,0, a)],pri cemu je a>0.

Prve recenice studenata, podstaknute prethodnom izjavom, bile su:
Vektor prave |, je g{ =(0—a, a—0, a—0)=(-a,a,a), a njena jednacina
x-a_y-0 z-0

l: =
0-a a-0 a-o0

. —x+a=y=z.

Vektor prave |, je s, =(-a, 0, 0), a njena jednacina |, :X;a:%:é.
-a
Treca reCenica je bila:
Prave |, i I, sumimoilazne, jer je
0 0 a
AA -(s,xs,)=| -a a a|=a’=0.
-a 0 0
Uslijjedila je 1 Cetvrta recenica:
Najkrace rastojanje izmedu mimoilaznih pravih |, 1 1, iznosi
a2
d= — 1)
Zaista,
gIPAGs) | @] a® _ a2
|5, %5, | i ] k| J0P+(-a})?+(a})? 2
—a a a
-a 0 0
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Zatim je usijedila i peta reCenica:
S 3 - —
Ugao izmedu pravih |, 1 1, je a= aI’CCOS? . To je ugao izmedu njihovih vekora s, 1 S,

i racuna se po formuli
P 2
cosq = L% (fa.33)-(-2.0.0) a odakle je
Is,1I's, | \f( a)’+a’+a’ \/( a)? + 0% + 02 \/3a Ja?’

3 : )

Cosa =

Poslije toga jedan od studenata je uocio:
Date tacke A, C,, A, D, su tjemena kocke

ABCOAB,C,D,[0(0,0,0),B(a,a,0),C(0,a,0),B,(a,a,a)].

Nacrtali smo na tabli koordinatni sistem u prostoru sa tackama A,B,C,0,A,B,,C,,D,
(slika 1).

Dl(anaa)
my
L,
Lo C(0,a0) ¥
/4(a,0,0) B(a,,0)
X

Slika 1

Stizale su i konstatacije:
Rastojanje tacke D, od dijagonale AC, iznosi

2
DM = a\/; (3)

Zaista, iz pravouglog trougla ADC, je

p_ AD1 '2D1C1 _ AC1 2D1M - a\/E.a — a\/g. DlM = Dll\/l = a\/g.

. 2
Rastojanje tacke A, od dijagonale AC, kocke je takode a\/; .

Rotacijom prave |, oko mimoilazne prave |, nastaje povrs — hiperboloid.
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Time se ukazala zgodna prilika da se studentima istakne potreba za dokazom nekih
matematickih istina.
Neko vrijeme smo cutali 1 razmisljali, a onda su Filipu o¢i zablistale i uzviknuo je: ,,Ja

sam uvjeren da iskaz vazi, jer ja to vidim!“. Na moj zaCuden pogled Filip mi je pokazao ovaj
crtez (slika 2).

Na slici su predstavljene date mimoilazne prave |, i 1,.
Filip je uocio njihovu zajedni¢ku normalu PQ , pri ¢emu je
av2

ve¢ izraunato da je PQ=d = —

Pri rotaciji tacaka prave |, oko prave — ose |, kruznica
najmanjeg poluprec¢nika dobija se pri rotaciji tacke Q. Filip
je dalje na pravoj |, uocio tacku R, razli¢itu od tacke Q i
normalu RS iz tacke R na pravu |,. Uocio je pravu koja
sadrzi tacku Q paralelnu pravoj |, i pravu koja sadrzi tacku
S i paralelna je pravoj PQ. Oznacio je sa T presjecnu
tacku tih pravih. Sa y je oznaio rastojanje RS, sa z
rastojanje PS i JRQT sa a . Trougao RST je pravougli sa

katetama ST =d =% i RT =ztgo . Slika 2

1
cos’ a

1=2 , paje RT =+212.

Kako je ve¢ izraunao da je COSa = ?3 ,toje tga =
Dalje je RS? =ST?+RT? , .

y:=d?+(22)° = y?—27% =d?
2
2
2_pz2 | N2
= 2 2
& )
)

Na ovaj nacin je dobio jednacinu hiperbole, pri ¢ijoj rotaciji se dobija ista povrs, kao pri
rotaciji prave |, oko prave |, - ose rotacije. Zakljuéio je da se rotacijom prave |, oko

mimoilazne prave |, dobija povrs koja se zove hiperboloid. Kako su njegovi presjeci sa ravnima

paralelnim ravni OXy kruZnice, to je njegova jednacina
X2 y2 ZZ

>+ = >=1. 4
&) (&) G
) \2) 2
Ovaj Filipov rezultat je podstakao nekoliko studenata na razmisljanje kako da rijese
problem koji je, prema izjavi, zaokupljao njihovu paznju veé¢ duzi niz godina. Rije¢ je o
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nalazenju zapremine tijela nastalog rotacijom kocke ivice duzine a oko svoje dijagonale. Bez
Filipovog rezultata odredivanje zapremine tog tijela nije trivijalan zadatak.

Matilda je radosno uzviknula: ,.Ja znam kako izgleda to tijelo* 1 prikazala ga crtezom
(slika 3).

Slika 3

Cuje se nekoliko uzvika: ,,Sada ovo tijelo treba smijestiti pogodno u pravougli koordinatni
sistem u prostoru i onda nije tesko izracunati njegovu zapreminu, koristeci integralni racun. “
Matilda kaze: ,,Neka dijagonala kocke AC, bude na z - osi, a njeno srediste u

koordinatnom pocetku*, kao na slici 4.

Slika 4 Slika 5
(Presjek tijela sa ravni x=0)

Ovdje je z osa usmjerena duz ose rotacije (glavna dijagonala kocke).
Tijelo se sastoji od gornjeg i donjeg konusa i srednjeg dijela ograni¢enog pomenutom
hiperboloidnom povrsi.
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Lako je sada naci koordinate tacaka K 1 L hiperbole — =1, kao i

a

23

koordinate tacke M . TraZzene koordinate su K (1,0), LLa\/g ,

2

N—

i M(o,z;\a/gj.

2
Zapremina konusa je V, =%(ML)27Z" MC, :%(a\/gj mi, tj.

2a’r

:gﬁ (5)

VK

Zapremina tijela ograni¢enog hiperboloidom je

23 2B a 2 72
V, =27 I y2(z)dz =27 I (—j 1+——— |dz, odnosno
0 0 ’\/E

a
2

B 5ra’

VH‘9J§ (6)

Ukupna zapremina tijela nastalog rotacijom kocke oko njene glavne dijagonale je

V=2V, +V, = 4 a’r+ > a’r, tj.

93 93

3
v=-2Z ™
NG
Studentima sam postavio pitanje:
,Da li se zapremina sredisnjg dijela ogranicenog hiperboloidom moZe izracunati na
elementaran nacin, bez primjene integralnog racuna? “
Kako su studenti bezuspjesno pokusavali da nadu postupak, uputio sam ih na Kavalijerijev

princip i1 sliku 2. Medutim, i pored datih inputa nijesu se snasli, pa sam im pomogao u
odredivanju zapremine.

Iskoristili smo sliku 2 sa drugac¢ijom numeracijom.
Pri rotaciji prave |, oko mimoilazne prave |, (ose rotacije), kao §to smo vidjeli, nastaje

hiperboloidna povrs. Neka je OA zajednicka normala mimoilaznih pravih I, i I, i neka je
OA=d (slika 6).
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TQ ﬁ”
hl :\_/: \h N /I
T, L | \‘li','
\_/ ]
|
:
h i
72 T
hy!
L, -TT TS RN ’——}_‘\\
|\_/| J I \
T ~ LoT T
TC2 S - ,’J ‘\\§ _,//
Slika 6

Neka su =z, i 7, dvije ravni normalne na osu rotacije |, i nalaze se sa raznih strana tacke
O na rastojanju, redom h, i h,. Ozna¢imo sa B i E tacke na pravoj |, takve da je
B (O,B,E),pri¢emuje OB=x i OE =h, isa @ ugao izmedu pravih I, i I,.

Uocimo pravu koja sadrzi tacku A i paralelna je pravoj |, i pravu koja sadrzi tacku B i
paralelna je pravoj OA. Neka je presjek ove dvije prave tacka D . Postavimo ravan, normalnu
na I, , na rastojanju x od tacke O. Poluprecnik BC tog kruga je /d?+x*tg’x , a njegova
povriina inosi 7(d® +x*tg® &) .

Zapremina V, tijela ograni¢enog hiperboloidnom povrsi i ravnima koje su u tatkama O i
E normalne na osu rotacije I, prema Kavalijerijevom principu jednak je zbiru zapremina
cilindra visine h, i polupre¢nika osnove d i konusa visine h, i polupreénika osnove htge .

To slijedi iz 7(d” + x’tg°a) = 7d” + 7x’tg°a, 0< x < h,_pa je

V, =diah, + (higa)' oty ®

Sli¢no se nalazi da je zapremina V, tijela ograni¢enog hiperboloidnom povrsi i ravnima
koje su u tatkama O i G (B (G,0,E)) normalne na osu rotacije |,, jednaka zbiru zapremine

cilindra visine h, i poluprecnika osnove d i konusa visine h, i polupre¢nika osnove h,tge , tj.
da iznosi

V, =d?zh, + % (h,tga)* zh, . 9)

Konaéno, zapremina tijela ograni¢enog hiperboloidnom povrsi i ravnima =, i =, je

V, =V, +V, :7rd2(hl+h2)+%7zhl3tg2a+%7rh§tg2a (10)
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a . . a
Sa slike 5 zaklju¢ujemo daje h =h, =—=,tj. daje h +h, =—, a ve¢ smo izracunali
jucyj je hy 2 2\/§ | je h+h, «/§

daje tgar =2 i g-2V2

, $to zamjenom u (10) dobijamo da je

B 5ra’

V, = .
H 9\/5

Filipove i Matildine slike su nas odusevile o¢iglednos¢u i motivisale da i na elementaran
nacin nademo trazenu zapreminu. U to se dvocas zavrsio.

Imao sam utisak da smo od ove matematicke igre svi imali koristi, kako studenti, tako i ja.
Ponovili smo niz detalja iz prethodnog gradiva, utvrdili smo veze izmedu raznih oblasti.
Iznenada smo se sukobili sa nalazenjem jednacine hiperbolicke povrsi i na kraju nasli smo tri
izvanredno lijepa dokaza.

S obzirom na ¢injenicu da se radi o studentima informacionih tehnologija, ovaj dvocas ih
je motivisao da o ovom problemu razmisljaju i u slobodno vrijeme, pa su pretrazivanjem internet
sadrzaja dosli do adekvatne simulacije rotacije kocke oko svoje dijagonale. Pomenuta animacija
se moze pogledati na adresi: http://i.stack.imgur.com/JQN3Y.qif
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