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Sazetak: U radu [1] je dokazana sljedeca algebarska nejednakost oblika

a®  p (a+b+c)?

x t y t z = 3(x+y+z) '’ €
gdje su a, b, c,x,y,z pozitivni realni brojevi kao i jedna njena efikasna primjena. Ovdje
¢emo dati jo$ jedan dokaz nejednakosti (1) i njene primjene na poboljsanju nekih
nejednakosti za trougao.

Kljuéne rijedi i izrazi: algebarska nejednakost, aritmeti¢ko-geometrijska nejednakost,
nejednakost trougla.

Abstract: In [1] shawn the following algebraic inequality

a b o (a+b+c)3

x + y + z = 3(x+y+z)’ @)
where a,b,c,x,y,z are positive real numbers and one effective application of this
inequality. We give yet a proof of the inequality (1) and its applications on the

improvements of the some triangle inequalities.
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Dajemo dokaz nejednakosti (1), bez primjene Kosi — Svarcove i Jensenove
nejednakosti. Koriste¢i poznatu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
pozitivnih brojeva, imamo:

adxyz + b3x%z + a3y?z >3 {/a’xyz - b3x2z - a3y?z =3a’bxyz,
b3xyz + c3xy? + b3xz?>3b%cxyz,
c3xyz + c3x?y + alyz? > 3c%axyz ,
a3y?z + b3x?z + b3xyz > 3ab?xyz,
alxyz + a3yz? + c3x%y >3a’cxyz ,

b3xz? + c3xy? + c3xyz > 3bc?xyz

b3x2z + a3y?z + c3xy? + +c3x%y + alyz? + b3xz? > 6abcxyz .
Ako saberemo svih sedam prethodnih nejednakosti dobijamo
2(a® + b3 + c®)xyz + 3(a3y?z + ayz? + b3x?z + b3xz% + c3xy? + c3x?%y) >
3xyz(a?b + ab? + b%c + bc? + c?a + ca?)
< 3(ad + b3+ c®)xyz + 3((aByz + b3zx + c3xy)(x + y + z) — xyz(a® + b3 + ¢3))
> 3xyz((a+ b+ c)(ab + bc + ca) — 3abc) + (a® + b® + c3)xyz
< 3(alyz + b3zx + 3xy)(x + y + z) = xyz(a® + b3 + ¢?)

b3+ [ - (a+b+c)3

a3
&S —+ - = )
x y z 3(x+y+2)

tj. (1) vrijedi.
Sada primijenimo dokazanu nejednakost (1) na poboljSanje nekih nejednakosti
trougla. Koristicemo standardne oznake za AABC: a, b, ¢ — stranice, A, B, C — unutrasnji

uglovi, s — poluobim,
mg, my, m. —tezi$nice, R i r — poluprecnici opisane i upisane kruznice trougla.

Primjer 1. Ako u nejednakost (1) stavimo x = am2,y = bm i z = cm?2, imamo:

a_3+b_3+§ - (a+b+c)3

x y oz 3(am2+ bmi+ cm2)’
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f.
a®> b* c? 1652
—t —+ — >
m2  mZ m2  3(s?+ 2Rr +5r?)
_ 16 2RT+5712
=3 0~ agrres) )
zhoga+b +c =2siam?+ bm2 + cm? = %(52 + 2Rr + 572), v. [3], str. 211.
S obzirom da je ( [2], str. 50)

s? >r(16R — 51),
iz (2) slijedi

a?  b*r % _ 16 ) 2R + 57
m2 mZ mZ 3 18R )

_ 16 s
_27(8 2R)'

@)
Napomena 1. Nejednakost (3) je bolja (,,jaca) od nejednakosti ( [3], str. 229)

2 2 2
a b c
—S+ =+ = =>4,
mg p MC

jer je

g 8- ;—;) >4 o R = 2r (Euler’s inequality).
Primjer 2. Na osnovu nejednakosti (1) je

3

a b3 c3

(a+b+c)?
acosé bcosE
2 2

A B [N
3 (acos;+bcos;+ccos;)

ccosS =
2

g,

A B c 8s3
a’sec=+ b?sec=+ c?sec= >——
2 2 2 3-5v3
8523
SEY @

zbog ( [3], str. 169)

A B c
acos + bcos; + ccos < sV3.
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Napomena 2. Nejednakost (4) predstavlja poboljSanje nejednakosti iz [3], str. 125 :
azsecg + bzsecg + czsecg > 12RrV/3,

jer je

3
859“5 > 12RrV3 & 2s2 > 27Rr ([2], str. 52).
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