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ZANIMLJIV NACIN IZRACUNAVANJA NEKIH
GRANICNIH VRIJEDNOSTI FUNKCIJA

Sefket Arslanagic,
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Sazetak: U ovom radu je dat jedan zanimljiv nain izraCunavanje
grani¢nih vrijednosti nekih funkcija.Tu cesto Kkoristimo poznate
grani¢ne vrijednosti:
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Kljuéne rijeci: granicna vrijednost funkcije, Lopitalova teorema,
Tejlorova® i Maklore-nova® formula, Lagranzov* i Kogijev® ostatak.

One interesting way of computation of some limiting values of the functions

Abstract: In this paper are gived one interesting way of computation
of some limiting values of the functions. We use here the known
limiting values:

x—0 X X—>0 X
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U ovom radu ¢emo pokazati kako se veoma brzo i uspje$no izracunavaju neki na
prvi pogled komplikovani limesi koristec¢i Tejlorovu formulu koja glasi:
Ako funkcija f ima neprekidan n-ti izvod na segmentu [a,x] i ako postoji

konacan ili beskonacan (n+1)-vi izvod na intervalu (a,x), tada vazi Tejlorova
formula:

£ (a)+R, (x) (1)

gdje je
(X_a)I’Prl - .
Rn(x)zwf( )(a+9(x—a)), (0<9<1)

ostatak Tejlorovoge formule u Lagranzovom obliku, a

(1-6,)" (x-a)™"

pr f("+1)(a+6'1(x—a)); (0<6,<1)

Rn (X) =

ostatak u Kosijevom obliku. Ostatak R, (x), kada x — a predstavlja beskonacno malu
videg reda u poredenju sa (x-a)", j.

Rn(x)zo((x—a)").

Neka funkcija f u tacki x=a ima konagan n-tiizvod f("(a). Polinom

(" (a) )

se zove Tejlorov polinom n -tog stepena funkcije f utacki x=a.
Specijalno za a=0 iz Tejlorove formule (1) se doboja Maklorenova formula:

F(X)= £(0)+ X £1(0)+ 5 12(0) .+ X0 1) (0) 4 X

o n! e (9, 0<0<), @)

odnosno iz Tejlorovog polinoma (2) dobijamo Maklorenov polinom:

T, (x)= f(0)+l—x!f'(0)+)2(—2!f2(0)+...+);—: £ (0). @)
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Sada ¢emo dati viSe primjera izraCunavanja grani¢nih vrijednosti koriste¢i formule
(2) ili (4) za neke konkretne funkcije.
U

Primjer 1. Izracunati
—In 1 .
L= Iimﬁ , gdje meN.
X—>0(x"‘ +k)sin2 X
Rjesenje: Ovo je grani¢na vrijednost oblika g, ali brzo bi uvidjeli da nas primjena
Lopitalove formule ne bi dovela lako do rjesenja.

Zbog x -0 i Iimwzl, imamo:
x—0

X
~ - -1 1
L= tim > In(x+1) :llimx -|I;(X+l): 1 i X n(2x+ )
X%O(x"‘+k)sin2x kx=0 sin X 2 K x—0 X

X2

2
a odavde zbog (4) za funkciju f(x)=In(x+1)=~ x—X?:

X?_
X—| X—" 1
( ZJ 1 |=,k=0
————=—=42k

400, k =0.

Primjer 2. IzraCunati

2
L — lim 1 x/1+x cosx.

Xx—0 tg 4 X

Rjesenje: I ovdje se radi o granicnoj vrijednosti oblika g, ali put do rjesenja koriste¢i

Lopitalovu teoremu bi bio veoma zamrSen i neizvjestan. No, koristeéi (4) za funkcije
1

f(x):«/1+x2 :(l+x2)5 i g(x)=cosx imamo:

1, 1.,
f(X)~1t=x2—=
(x) +2x 8x

2 X4

X
rl-—+—.
9(%) 2+24

Sada dobijamo vode¢i racuna da vazi tgx ~ x; (x —>0)
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1 1 2 1 4 X2 X4
l—(1+x2)2 -C0S X ! (1+2X 8" j(l 2 24
L=Ilim 2 = lim 2 =

x—0 tg” x X—0 tg'x

Primjer 3: Izracunati
X —arctgx

L=Ilim 3

x—0 X
Rjesenje: Ovo je opet slucaj g Naéemo grani¢nu vrijednost koriste¢i Lopitalovu
teoremu. Imamo

1-— :
. - . 2 . . 1
L = lim X —arctgx _ Jim —1+Xx _1 X 1 _
x—0 X x=>0  3Xx 3 x-0 2 (1+ XZ) 3x-01 + x2

Ovo je bilo dosta lagano. No, koriste¢i (4) za funkciju f (x)=arctgx, tj. arctgx ~ x—?

brzo dobijamo da je:

utacki x=0.

Rjesenje: Dobili bi da je prvi izvod ove funkcije f'(x) prili¢no nezgrapan, pa ¢emo

zadatak rijesiti nalaze¢i grani¢nu vrijednost:

L=IimL;(0)=limw (jerje f(0)=0)=Ilim

x—0 X— x—>0 X x—0 X
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. . 00 . . N _—
I ovaj limes je oblika =, ali upotreba Lopitalove teoreme za njegovo izratunavanje bi

bila prilicno mukotrpna.
Opet ¢emo koristiti (4) za funkciju f(x)=e*, tj.
23

e rlt—+—+—+..,
1 21 31

te imamo
3
3L Xf\3/7
L= 1im 43! _ jjm V6.
X

1
6 _1
x—0 X _2’/6_.

x—0
Dakle, data funkcija f je diferencijabilna u tacki x=0.
0
Primjer 5. IzraCunati
L = lim (iz—ctgzxj :
x—=0\ X

RjeSenje: Ovaj limes je oblika «—o0, koji se transformise u oblik % .

. sin® x—x?cos? x
x>0 x?sin® x

ali nas koriStenje Lopitalove teoreme ne bi brzo dovelo do rjesenja.
Koristiéemo Loranovu® formulu za funkciju f (x)=ctgx, tj. ctgx~= _g . Sada
X

dobijamo:

Primjer 6. Dokazati da za sve ne¥ vazi nejednakost

In(n+1)>Inn+ )
2n+1

Rjesenje: Koriste¢i (4) za funkcije f(x)=In(1+x) i g(x)=In(1-x) imamo:

® Pierre Alphonse Laurent (1813.-1854.), francuski matematicar i fizi¢ar
5



MAT-KOL, XXIII (1)(2017) $.Arslanagié

2 3 4
In(1+x)=x——+x——x—+ ,

3 4

2 X3 X4
In(1-x)=-x-2—-2 -2 _ ,

n(1-x)=-x 34

gdje vazi —1<x<1.
Sada dobijamo:

3 5
In(1+x)—ln(1—x):ln1+—xz (X+X—+X—+...J.
1 3 5

Stavljajuci da je x=2 ! 1; (ne¥,0<x<1) imamo:

n-+
2n+2
nItX_jp2n+l 0t o 1o 1 gt |
1-x 2n n 2n+1 3(2n+1)
2n+1
a odavde:
In(n+1)—Inn= 2 + 2 7t
2n+1 3(2n+1)
ili
In(n+1)>Inn+ 2 , q.e.d.
2n+1
l
Primjer 7. Izracunati
1—(cos x)™™
L =lim —( )
x—0 X
RjeSenje: Ovaj limes je oblika % Kako je (cosx)™ =)™ = gsinineosx |6 koristeci
(4) ta funkciju f (x)=e*, dobijamo:
1—(COSX)SinX 1 _ gSinxincosx 1—(1+sinx|ncosx+o(x3))
L=Iim 3 = lim 3 = lim 3 =
x—0 X x—0 X x—0 X
. . — , 1In(l—sinzx) In(1—sin2
__sinxIncosx . sinx-Iny1-sin®x . sinx 2 : ”( —sin X)
=—lim————=-1lim =—lim . =—lim ,
X0 3 *—0 X3 x—=0 X X2 x—0 2x°
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a odavde koriste¢i (4) za funkciju g(x)= In(l—sin2 x) dobijamo:

o2 2
—sin® x+0(x 2
L:_llimﬁzlnmsm_x:

1,.1
2 x—0 X2 2x50 x2 2 - 2

Preporucujemo da Citaoci ovog rada dokazu sljedece jednakosti koriste¢i (4) za
odredene funkcije:

X2

. _cosx—e 2 1.
1. lim—M——————=-—;
x—0 x4 12

5 lim In(1+x)—xcosx _1:

0 J1-x% -1
3. lim (lee +x° —8xE —x5):1 .
X—>+00 3
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