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NEKE ZANIMLJIVE ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI
/Some interesting algebraic inequalities/

Sefket Arslanagi¢ i Harun Hindija,
Sarajevo, BiH

Sazetak: U ovom radu su dati zanimljivi dokazi algebarske nejednakosti:

a? aZ a2
L2 40> \/n(af +al+ ...+a§); (& >0,i=1.2,.,n)
a & &

za n=2 i n=3 kao i uputa za dokaz za n=4. Za ove dokaze se koristi nejednakost Kosi-
Buniakovski-Svarca. Poslije ovih dokaza od Citalaca ovog rada se trazi da dokazu i gornju
generalisanu nejednakost.

Kljuéne rijedi i izrazi: algebarska nejednakost, nejednakost Kosi-Buniakovski-Svarca,
Engelova nejednakost.

Abstract: In this paper are gived the interesting proofs of the algebraic inequality:

a? a? a’
A4Z2Z4 42> \/n(a12+a§ +...+a§); (& >0,i=1.2,.,n)
a a3 a

for n=2 and n=3 as and directions for the proof for n=4. For these proofs we use the
inequality of Cauchy-Buniakovski-Schwarz. After these proofs the authors of this paper
ask from the readers of this paper that try to prove the given generalisation of the
inequality.

Key words and phrases: algebraic inequality, the inequality of Cauchy-Buniakvski-
Schwarz, the Engel's inequality.
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Ovaj rad ¢emo zapoceti sa dokazom jedne na prvi pogled jednostavne algebarske
nejednakosti. Rijec je o nejednakosti:

%Jr%z /2(a2+b2); (a,b>0) (1)

Upotrebi¢emo poznatu nejednakosti Kosi-Buniakovski-Svarca napisanoj u Engelovoj'
formi:

a? a’ a2 (a +a,+..+a,)
A L o (x>0, € ,i=12,.,n)
X, X X, X, + X+t X,
zan=2,tj.
2
a4, [@rd) )
X1 X X1 + Xy
Naime, dobijamo iz (2):
2 p2 (a+h)
a_+b_2( ) ; (a,b>0)
b a a+b
a odavde
2 2
a—+—2a+b.
b a

Da bismo dokazali datu nejednakost (1), trebamo sada dokazati da je

a+b> ‘}Z(az +b2)
o (a+b)’ > 2(::12 +b2)
< a’—-2ab+b? <0
& (a-b)* <0,
a ova nejednakost nije tacna. Neki su sada skloni tvrdnji da data nejednakost (1) nije tacna.

Za njih u najboljem sluc¢aju vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je a=b.

Na svu srecu, nije tako. Dokaza¢emo sada sa malo vise truda da je data nejednakost
(1) tacna.

Dokaz 1: Imamo

a b, /2(a2+b2)- (a,b>0)/ -ab
b a T

! Engel Arthur (roden 1928. godine), poznati njemacki matematicar, autor knjige ,,Problem-Solving
Strategies* namijenjene radu sa nadarenim ucenicima — takmicarima na raznim matematickim
takmicenjima.
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< ad+b® 2ab,f2(a2+b2)/2

& (a3 +b3 )2 > 2a%p? (32 +b2)

o a® —2a%b? +2a%° —2a%b* +b® >0/ :(b6 >o)

aG a4 a3 2

T

a e a 4 a 3 a
() 3 8] 6
b b b b
a odavde nakon smjene %:t >0 dobijamo nejednakost:

t —2t* +2t3-2t2+1>0

4:>(t—1)2 (t4 +2t3 412 +2t+1)20,
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a ova nejednakost je tacna pa je tatna i njoj ekvivalentna nejednakost (1). Vrijedi

jednakost ako i samo ako je t=1, t. %:1: a=b.

Sada se opravdano postavlja pitanje da li se nejednakost (1) moZe dokazati na neki

drugi nacin. Odgovor je pozitivan.

Dokaz 2: Po¢i¢emo od poznate nejednakosti Kosi-Buniakovski-Svarca za n=2:

(§+§J(azb+ab2)z(az+b2)z,

a odavde
2
a2 b (a2+b2)
_+_2—
b a a’b+ab?

Sada je dovoljno dokazati da vrijedi nejednakost:

(a2 +b? )2

e VAT )
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(a2 +b?

2
<:>(a2+b2)-T)2(a2b+ab2)2 (5)

Kako je zbog nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna
broja:

2 2
a°+b" S b, 4.

(az +b° )2 > 2a2h?,

to imamo nejednakost:
2 12)\?
2) E e a19)

Sada ¢emo dokazati nejednakost:
2a%b? (a2 +b2) > (aZbJrab2 )2
ili
(azb2 +a’b? )(a2 +h? ) > (azb +ab? )2 :
a ovo je nejednakost Kosi-Buniakovski-Svarca za n=2, §to zna¢i da je nejednakost (5)

tatna. Ovim smo dokazali i njoj ekvivalentnu nejednakost (4). Najzad, iz nejednakosti (3)
i (4) slijedi data nejednakost (1) gdje vrijedi jednakost ako i samo ako je a=b.

Ovaj Dokaz 2. ¢e nam dati ideju kako da dokazemo nejednakost:

a’ b C2>,[3a2 b2 +c?); (a,b,c>0 (6)
IR ( +b* + )(>)
Ako bi pokusali koristiti nejednakost Kosi-Buniakovski-Svarca u Engelovoj fomi za n=3,
dobili bi:
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2 2 2 b 2
a +b_+C_>M

> .
b ¢ a a+b+c

a2 2 2
—+—+—>a+b+c.
b ¢ a

Ali, ne vrijedi

a+b+c>.[3(a?+b%+c?), tj.

atb+c_ fa2+b2+c2
3 3 ’

veé, naprotiv vrijedi poznata nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne sredine za tri

pozitivna realna broja:
atb+c _ faz +b%+c?
3 3 '

Dakle, da bi dokazali nejednakost (6), koristicemo put slican onom kod Dokaza 2.
nejednakosti (1). Opet ¢emo poci od poznate nejednakosti Kosi-Buniakovski-Svarca za
n=3:

j

(%+%+§](azb+b2c+cza)2(a2 +b? +02)2,

a odavde
2
£+ﬁ+§>w (7)
b ¢ a a’b+b’c+c’a

Dovoljno je sada dokazati da vrijedi nejednakost:

(a2 +b? +c? )2

7 > [3(a®+b%+c?), 8
a’b+b%c+c’a ( ) ®)

2 12, 2\
@((:{ +b2 +C2) )2 23(a2+b2+02)
a‘b+b°c+c“a

2 12,2\
<:>wz(a2b+bzc+c2a)2

(a2 +b% +c?

2
3 ) 2(a2b+bzc+cza)2. (9)

<:>(a2 +b2+c2)-

131



MAT-KOL, XXI11(2)(2016) S.Arslanagié¢ i H.Harun

1z poznate nejednakosti:

2
(a2+b2+02) 2112 2.2 2.2
>a‘b” +b°c” +ca

dobijamo
(a2 +b? +¢?

2
3 ) z(az+b2+cz)(a2b2+bzcz+cza2).

(az +b? +c2)~
Dovoljno je sada dokazati da vrijedi nejednakost:
<a2 +b? +c2)(azb2 +b%c? +cza2)2 (a2b+bzc+cza)2 ,

a ovo je nejednakost Kosi-Buniakovski-Svarca za n=3, §to zna¢i da je nejednakost (9)
taCna, pa je tacna i njoj ekvivalentna nejednakost (8). Najzad iz nejednakosti (7) i (8)
slijedi data nejednakost (6) gdje vrijedi jednakost ako i samo ako je a=b=c.

Napomena 1. Na slican nacin dokazujemo i nejednakost:

2 2 2 2

a b® ¢ d 2 w2, 2,42\

F+?+F+;z\/4(a +b%+c“+d ) (a,b,c,d >0). (10)
Prethodno treba dokazati nejednakost:
(¢312+b2+cz+d2)2

4

a’b? +b%c? +c?d? +d%a® <

; (a,b,c,d>0).

Ona se lako dokaze kao posljedica nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine
za dva pozitivna broja:

a? +c2)+(b2+d2)

\/(a2+c2)(b2+d2)s( >

2
@(a2+cz)(b2+d2)s(wj

(a2+b2+02+d2)2

4

< ah? +b%c? +c?d? +d?%a’ <

Naravno i ovdje trebamo poéi od nejednakosti Kosi-Buniakovski-Svarca za n=4:
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2 2 2 2
a_+b_+c_+d_ ( 2h+b?c+c%d +d2a)z(a2 +b% +c? +d2)2 .
b ¢ d a

Napomena 2. Kao otvoreno pitanje ostavljamo ambicioznim i upornim ¢itaocima ovog
rada da pokusaju dokazati generalizaciju nejednakosti (1), (6) i (10) koja glasi:

a? a? a’
—1+—2+...+—"2\jn(a12+a§ +...+a§); (a>0,i=1.2,.,n).
aQ a3 a

Napomena 3. U [5], str. 74 je data nejednakost (kao Problem 13.) autora Nguyen Van
Thacha koja glasi:

a? b? c? at +b* +c*

F+?+;Z 3 m, (a,b,C >0) .

Njen dokaz je prili¢no slozen. No, lako pokazemo da je ova nejednakost bolja (ja¢a) od
nejednakosti (6) jer imamo:

4 4, 4
3 "’12”)—2+0224[3(a2+b2+c2)
a“+b“+c

at +b*+ct

<9 5

7. 23(a2+b2+02)

=N S(a4 +b* +c4)2(a2 +b? +cz)2

< 2a* +2b* +2¢* > 2a%h? + 2b%c? + 2¢%a?

=N (a2 —b2)2 +(b2 —02)2 +(c2 —a2)2 >0,
Sto je tacno.

LITERATURA

[1] Arslanagié, S., Matematicka citanka, Grafi¢ar promet d.o.o., Sarajevo, 2008.

[2] Arslanagié, S., Matematicka citanka 7, Grafi¢ar promet d.o.o., Sarajevo, 2015.

[3] Arslanagié, S., Matematicka citanka 8, GrafiGar promet d.o.o., Sarajevo, 2016.

[4] Engel, A., Problem-Solving Strategies, Springer-Verlag New York, Inc. 1998.

[5] Tran Phuong, Proposal for a book ,, Diamonds in Mathematical Inequalities“, Hanoi
Publishing House, Hanoi, Vietnam, 1990.

133



