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NESTO VISE
O POBOLJSANJU OJLEROVE NEJEDNAKOSTI

(Some more about the improvement of Euler's inequality)

Dr. Sefket Arslanagié¢

Sarajevo, BiH
Sazetak: U ovom radu je dato jos jedno poboljsanje Ojlerove nejednakosti za trougao
R>2r,gdjesu R i r radijusi opisane i upisane kruZnice trougla AABC .

Kljuéne rije¢i: a,b,c duZine stranica trougla, R i r radijusi opisane i upisane kruZnice
trougla, oStrougli i tupougli trougao, Ojlerova nejednakost.

Abstract: In this paper we give yet one improvement of Euler's inequality for the
triangle R >2r , where R and r are the circumradius and inradius of a triangle AABC .

Key words: a,b,c the side lengths of a triangle, R and r circumradius and inradius of a
triangle, acute and obtuse triangle, Euler's inequality.
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U matematickoj literaturi o geometrijskim nejednakostima svakako zapazenu
ulogu igra geometrijska Eulerova® (Ojlerova) nejednakost za trougao koja glasi:

R>2r, (1)

gdje su R i r radijusi opisane i upisane kruznice trougla AABC .
U [1]1[2] je dato i nekoliko poboljsanja ove nejednakosti:
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gdje su a,b,c duzine stranica trougla AABC, a m, i h, su duzine tezi$nice i visine tog
trougla povucene iz vrha A.
U [3] je dato jo§ jedno poboljsanje nejednakosti (1) za oStrougli trougao koje
glasi:
r abc
(7)
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U meduvremenu sam nasao i dokaz nejdnakosti (7) u slucaju kada je trougao AABC
tupougli. Dat ¢emo sada taj dokaz.
Neka je u trouglu AABC ugao « tupi. Tada je cosa <O, te zbog toga iz

kosinusne teoreme:

a® =b? +c? —2bccosa > b? +c?, (8)

2P, p5c =bcsina <bc, ©)]

jerje O<sina<l.

Tada vaze nejednakosti
b+c—a>0,a?-b?-c?>0

2 2 cY 3,
b —bc+c® = b_E +ZC >0.

Imamo sada
az(a+b+c)2 —Z(a2 +b2)(c2 +a2):

=a’ (a2 +b% +c? +2ab+2bc+ 2ac)— 2a%c? —2a* —2b%c? —2a%p? =

=2(b+c—a)a3+(a2—b2—cz)(az+2bc)+2bc(b2—bc+cz)>0,
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a odavde

2(a2+b2)(c2+az)<az(a+b+c)2. (10)

Sada, zbog (8), (9) i (10), dobijamo:

(b2 +cz)«16(PAABC)4 -Z(a2 +b2)(c2 +a2)<a2 bic*.a?(a+b+c),

. a+b+c)r
Odnosno, zbog P,pgc :i—bRc I Pyagc :%:

2(a2+b2)(b2+c2)(c2+a2).{(abc) (i;?JrC) r ]<(abc)4(a+b+c)2

te
2(a2 erz)(b2 +cz)<c2 +a2)-% <(abe)?,
.
r’ (abc)?
4R? 2(&12 +b2)(b2 +cz)(c2 +a2)

a odavde nakon korjenovanja:

r. abc
2R \/2(a2 +b2)(b2 +c2)(02 +a2)

$to je trebalo dokazati.

Napomena 1. U (1) vazi jednakost ako i samo ako je u pitanju jednakostrani¢ni
trougao (a=b=c), tada je R=2r. Ako je u pitanju tupougli trougao, tada u (7) vazi

ocigledno stroga nejednakost, tj.:
r abc

2R B0 )0 ) (o ra)

Napomena 2. Dokaza¢emo sada da vazi nejednakost

\/Z(az +b2)(b2 +cz)(c2 +a2)

3

<
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=N \/2<a2 +b? )(b2 +c? )(c2 + az) > 4abc
<:>(a2 erz)(b2 +02)(c2 +a2) >8a’b?c?,
$to je tano zbog nejednakosti a? +b? > 2ab, b? +¢? >2bc, c? +a”>2ca.
Najzad, iz (7) i (11) slijedi za ostrougli trougao nejednakosr R > 2r , a za tupougli

trougao slijedi iz (7) i (11) nejednakost R > 2r .
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