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KVADRATNE INTERPOLACIJSKE METODE

ZA JEDNODIMENZIONALNU
BEZUVJETNU LOKALNU OPTIMIZACIJU !

Monika Zec?, Kristian Sabo?®

Sazetak. U radu je opisana klasa kvadratnih interpolacijskih metoda za
jednodimenzionalnu lokalnu optimizaciju. U ovu se klasu metoda ubrajaju
Newtonova metoda, Metoda dvije tocke te Metoda tri tocke. Za svaku od ovih
metoda dana je geometrijska motivacija, izvod, odgovarajuéi algoritam te su
navedeni rezultati o konvergenciji i brzini konvergencije. Spomenute metode su
jednostavne te je za njihovo razumijevanje dovoljno osnovno znanje Diferenci-
jalnog racuna. U svrhu ilustracije efikasnosti metoda, dan je jedan numericki
primjer izraden u programskom paketu Mathematica.
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Abstract. In this paper we describe the class of parabolic interpolation
methods for one-dimensional local optimization. This class contains Newton
method, Two points method and Three points method. For all of these methods,
geometric motivation, derivation, corresponding algorithms and results about
the convergence and convergence rate are given. Interpolation methods are
very simple and for its understanding Differential Calculus knowledge is suffi-
cient. In order to illustrate the methods, one numerical example is given that
is made in Mathematica program package.
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1 Uvod

Mnogi problemi koji potjecu iz razlicitih podrucja primjena svode se na trazenje
globalnog minimuma ili maksimuma funkcije f : R™ — R na skupu R™, odnosno
tocke iz R™ u kojoj se taj minimum, odnosno maksimum, postizu. Podsjetimo
se kako za z* € R™ kazemo da je tocka globalnog minimuma funkcije f na R™
ako vrijedi f(z*) < f(x), za svaki z € R™. U tom slu¢aju pisemo

(1) x* = argmin f(x).
zER™

Vrijednost funkcije f u tocki * zovemo globalni minimum funkcije te piSemo

oo
(2) flx*) = min f(z).

Sliéno, za x* € R™ kazemo da je tocka globalnog maksimuma funkcije f na
R™ ako vrijedi f(z*) > f(z), za svaki € R" i piSemo

(3) x* = argmax f(x).
TER™

Pri tome, vrijednost funkcije f u tocki z* zovemo globalni maksimum funkcije
f 1 pisemo
4 ) = .
@ f(a*) = max f(x)
Problemi (1)-(2), odnosno (3)-(4), u literaturi se obi¢no nazivaju i problemima
bezuvjetne globalne optimizacije.

Kako je

max /() = — min (—f(x)),

reR® reRn”

bez smanjenja opéenitost, umjesto oba problema (1)-(2), odnosno (3)-(4), do-
voljno je analizirati samo problem trazenja globalnog minimuma funkcije, od-
nosno tocke u kojoj se taj minimum postize. Nazalost, odredivanje tocke global-
nog minimuma funkcije f, opéenito je vrlo ozbiljan i zahtjevan posao i ponekad
zahtijeva poznavanje svih tocaka lokalnih minimuma funkcije f na R™. Sjetimo
se kako za x* € R™ kazemo da je tocka lokalnog minimuma funkcije f na R™,
ako postoji otvorena kugla K(z*,0) sa sredistem u tocki 2* polumjera 6 > 0
takva da vrijedi f(z*) < f(z), za svaki z € K(z*,9). Pri tome vrijednost
f(z*) zovemo lokalni minimum funkcije f. Metode za trazenje tocke lokalnog
minimuma nazivaju se lokalne optimizacijske metode.

Ako funkciju f, umjesto na R™, promatramo na nekoj omedenoj i zatvorenoj
domeni D C R"™, u cilju trazenja tocke globalnog minimuma mogu se koris-
titi neke poznate globalne optimizacijske metode. Ovdje ¢emo spomenuti dvije
takve metode. Prva metoda poznata pod nazivom DIRECT metoda za globalnu
optimizaciju ([2]), koristi se ako je funkcija f Lipshitz-neprekidna na D, te ako
D ima specijalni oblik tzv. hiperkvadra. U opéem slucaju, mogu se koristiti
globalni geneticki algoritmi te odgovarajuée modifikacije (vidjeti primjerice [4]).
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U ovom radu govorit ¢emo o jednoj klasi lokalnih jednodimenzionalnih opti-
mizacijskih metoda. Kao $to je veé ranije navedeno, takve metode traze tocku
lokalnog minimuma funkcije f na R i opéenito ne postoji jamstvo da je dobiveno
rjesenje ujedno tocka globalnog minimuma. Treba spomenuti da neke specijalne
funkcije, kao sto su konveksne funkcije, imaju svojstvo da tocka lokalnog min-
imuma, koja je odredena nekom lokalnom metodom, ujedno predstavlja tocku
globalnog minimuma te funkcije (vidjeti [1]).

Ako je funkcija derivabilna na R, sukladno poznatom Fermatovom teoremu,
problem trazenja lokalnih minimuma svodi se na rjeSavanje jednadzbe f’(z) = 0.
Ponekad je ovu jednadzbu mogucde rijesiti egzaktno, te se na taj nacin, uz prim-
jenu dovoljnih uvjeta ekstrema, mogu identificirati tocke lokalnih minimuma. U
suprotnom, nuzno je koristiti neku numericku iterativnu metodu, koja se obi¢no
zasniva na konstrukeiji niza realnih brojeva (xy), koji uz odredene uvjete kon-
vergira prema tocki lokalnog minimuma z* funkcije f. Pri tome xj zovemo
k—ta aproksimacija, a e = * — x), pogreska k—te aproksimacije. Broj iteracija
koje je potrebno provesti kako bi se zadovoljila neka unaprijed zadana to¢nost,
ovisi o metodi. S ciljem postavljanja nekog kriterija na osnovi kojeg je moguce
usporedivanje efikasnosti metoda, navodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 1.1 Neka niz (xy), dobiven nekom iterativnom metodom, konvergira
prema x* € R i neka je e, = x* — xy pogreska k-te aproksimacije. KaZemo
da metoda ima brzinu konvergencije v, ako postoje dvije pozitivne konstante
A;r € Ry, takve da vrijedi

k—o0 |€}€‘T -

Uoc¢imo, ako je xj blizu tocke x*, onda ¢e metodi s ve¢om brzinom konver-
gencije trebati manji broj iteracija kako bi se postigla zadana to¢nost.

U ovom radu govorimo o klasi numerickih kvadratnih interpolacijskih metoda
koje se mogu koristiti za trazenje tocke lokalnog minimuma funkcije. Najcesce
koristena metoda ove klase je poznata Newtonova metoda. Newtonovu metodu
je smisleno koristiti ako funkcija ima neprekidnu drugu derivaciju. Ako funkcija
nije dva puta derivabilna, Newtonova metoda postaje beskorisna. U tom slucaju
mogu se koristiti neke druge metode ove klase, kojima nije potrebna druga
derivacija funkcije, nego se zasnivaju na poznavanju prve derivacije i/ili vrijed-
nosti funkcije. Ocekivano, smanjivanjem uvjeta na funkciju, smanjuje se brzina
konvergencije te posljedi¢no metoda sporije konvergira.

U udzbenicima iz numericke analize, obi¢no su iskazani i dokazani teoremi
koji se odnose na brzinu konvergencije Newtonove metode. Cilj ovog rada je
ilustrirati metodologiju kojom se dokazuje brzina konvergencije i za neke druge
metode ove klase, koje nisu tako ¢este u literaturi.

Clanak je organiziran na sljedeé¢i nacin. U drugom odjeljku opisane su
kvadratne interpolacijske metode, u koju se ubrajaju Newtonova metoda, Me-
toda dvije tocke te Metoda tri tocke. Za svaku od metoda napravljen je kratki
izvod, dani su odgovarajuéi algoritmi i rezultati vezani uz konvergenciju. Za
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Metodu dvije tocke dan je i potpuni dokaz o konvergenciji te brzini konvergen-
cije. U trecem odjeljku izraden je jedan jednostavan numeri¢ki primjer s kojim
su ilustrirani prethodno opisani teorijski rezultati.

2 Interpolacijske metode

Pretpostavimo da je zadana funkcija f : R — R koja u tocki z* € R postize
lokalni minimum. Ako je funkcija f neprekidno derivabilna, onda je f/(z*) = 0.
Kao sto je u Uvodu veé spomenuto, ako jednadzbu f'(x) = 0 ne mozemo rijesiti
egzaktno, u cilju odredivanja tocke x* potrebno je koristiti neku numericku pro-
ceduru. Problem se komplicira ako funkcija nije derivabilna te u tom slucaju
za trazenje tocke lokalnog minimuma treba koristiti neku metodu koja ne za-
htijeva poznavanje derivacije. U nastavku opisat ¢emo jednu klasu metoda za
numericko odredivanje tocke lokalnog minimuma, poznatu kao kvadratne inter-
polacijske metode. Zajednicko svojstvo kvadratnih interpolacijskih metoda je
da funkciju f interpoliraju kvadratnom funkcijom u jednoj, dvije ili tri tocke
te umjesto trazenja tocke lokalnog minimuma funkcije f, traze globalni mini-
mum kvadratne funkcije te se postupak uz odredena pravila iterativno nastavlja.
U slucaju interpolacije u jednoj toc¢ki dobivamo najéesée koristenu Newtonovu
metodu ili metodu jedne tocke, dok u sluc¢ajevima interpolacije u dvije odosno
tri tocke, dobivamo Metodu dvije tocke, odnosno Metodu tri tocke.

2.1 Newtonova metoda—metoda jedne tocke

Ovdje ¢emo pretpostaviti da je funkcija f dva puta neprekidno derivabilna.
Neka je zadana tocka zg € R, za koju pretpostavljamo da lezi dovoljno blizu
tocke x* koju zelimo odrediti. Funkciju f u okolini tocke xg aproksimirat ¢emo
kvadratnom funkcijom g : R — R, g(x) = az? + Bx + v, pri éemu koeficijente
a, 3,7 odredujemo iz sljede¢ih uvjeta (Slika 1):

g(xo) = 04903 + Bxo + v = f(x0) =: fo,
(6) g (z0) = 2axo + B = f'(x0) =: fo,
9" (xo) = 2a = f"(zo) =: f7.

Rjesavanjem sustava (6) dobivamo da su:

1"

a:%a B:féi (/),IOa 7:f0*0$3*5$0
Umjesto trazenja tocke lokalnog minimuma funkcije f, potrazit ¢emo tocku u
kojoj se postize globalni minimum njezine aproksimacije g. Kako je g kvadratna
funkcija, slijedi da se njezin globalni minimum postize u tocki

B fo
Lo — 2>

E:—iz
2c 0
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odakle dobivamo rekurzivnu formulu, na kojoj se temelji poznata Newtonova
metoda (vidjeti takoder Algoritam 1):

(7) $k+1:$k—%7 k=0,1,...,
pri cemu su f}, := f'(xy) te f == f"(zx), k=0,1,....
A '
g

v Vg

Zo

Slika 1: Graf funkcije f i kvadratne interpolacijske funkcije g

U udzbenicima iz numericke analize mogu se pronaci teoremi o konvergenciji
Newtonove metode te njezinoj brzini konvergencije. S obzirom to da je rije¢ o
standardnim rezultatima, sljedeé¢i teorem navodimo bez dokaza. Iskaz i dokaz
ovog teorema s nesto blazim uvjetima na funkciju f, moze se naéi u [6].

Teorem 2.1 Neka je f: R — R tri puta neprekidno diferencijabilna. Ako je
z* € R tocka takva da je f'(x*) =0 te f"(x*) # 0, onda postoji § > 0 takav da
za svaki xg € (x* —0,x* +0) niz (xy) zadan rekurzivno sa (7) konvergira prema
x* pri cemu je brzina konvergencije metode r = 2.

Algorithm 1 Metoda jedne tocke
Input: f, x9,¢
1 fy= f'(xo),

2: jzl‘o—%

Y= f (o)

0
3: while |f'(z)| < e (ili dok nije zadovoljen neki drugi kriterij zaustavljanja)
do

4: To =21
5: fo = f"(zo), fo' = f"(z0)
6: T =xy— }%],
7: end while
Output: =

Primijetimo da je u svrhu primjene rekurzivne formule (7) dovoljno da
funkcija ima drugu derivaciju. Medutim, kako bi se dokazao prethodno nave-

deni teorem o konvergenciji te brzini konvergencije, postavljen je zahtjev da
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je funkcija tri puta neprekidno derivabilna. Situacija u kojoj su za primjenu
metode potrebni blazi uvjeti, dok su za bilo kakav teorijski rezultat potrebni
puno jaci uvjeti, vrlo je ¢esta u numerickoj analizi.

Sukladno Teoremu 2.1 brzina Newtonove metode je r = 2. Za takvu metodu
kazemo da ima kvadratnu brzinu konvergencije. U sljede¢im pododjeljcima ana-
lizirat ¢emo metode koje se ne temelje na racunanju druge derivacije, ve¢ ko-
riste samo prvu derivaciju ili samo vrijednost funkcije. Smanjenje zahjeva na
funkciju, ocekivano ¢e rezultirati smanjenjem brzine konvergencije odgovarajuce
metode.

2.2 Metoda dvije tocke
2.2.1 Metodal

Neka su zg,x1 € R, 29 < x; dvije razlicite tocke za koje su poznate vrijednosti
f(xo), f(x0) 1 f'(z1), pri éemu dodatno pretpostavljamo da je f'(zo) # f'(z1).
U tom slucaju mozemo potraziti kvadratnu interpolacijsku funkciju g : R — R,
oblika g(z) = az? + Bx + 7, a, 8,7 € R, sa sljedeéim svojstvima (vidi Sliku 2):

g(z0) = azd + Bro + v = f(z0) =t fo,
(8) g'(xo) = 2axo + B = f'(x0) =: fy,
g (z1) =201 + B = f'(z1) =: fi.

\J

Slika 2: Graf funkcije f i kvadratne interpolacijske funkcije g

Rjesavanjem sustava linearnih jednadzbi (8) dobivamo

fi— 1o z1fo — 2o fi
o= l—0s f=R0 0y = fo—aaf — Bro.
2(1‘1 — .%'0) 1 — X0

Kvadratna funkcija g postize globalni minimum u tocki ¢ija apscisa glasi

To — T1

A

T=-—

i) f(l)

%:



Kvadratne interpolacijske metode 11
Opéenito, dobivamo rekurzivnu formulu

Tk—1 —
9) Tyl = Tp—1 — fk 1, k=1,2...,
fiea = 1

pri ¢emu su f; := f'(zx), k=0,1,....

Prije no sto navedemo potpuni algoritam, u sljede¢em Teoremu odgovaramo
na pitanje konvergencije iterativne procedure kao i odgovarajuce brzine konver-
gencije. Pri tome najvise koristimo [8] i [9]. Kao §to éemo vidjeti u cilju dokaza
teorema potrebno je postaviti dodatne uvjete na funkciju f.

Teorem 2.2 Neka je f : R — R tri puta neprekidno diferencijabilna. Ako je
x* € R takav da je f'(z*) =0 te f"(x*) £ 0 ¢ f"”(x*) # 0, onda postoji § > 0
takav da za svaki xo,x1 € (x* — 0,x* + ), xo # x1, niz (z1) zadan rekurzivno s

(9) konvergira prema x* pri éemu je brzina konvergencije metode r = 1+T\/5

Dokaz. Najprije uocimo da vrijedi L(zk11) = 0, gdje je

T — Tk /

— Tk—1
L) = —— _—|— ,
()= = fla+ o — i

interpolacijski polinom prvog stupnja €iji graf prolazi tockama (zx_1, f;_) te
(Tk, fllc)

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je xx_1 < xp, jer ako
to nije ispunjeno, mozemo ih medusobno zamijeniti. Prema ocjeni pogreske za
interpolacijski polinom prvog stupnja funkeije f’, postoji £ € (zy_1,xy) (vidjeti
primjerice [6]) takav da je

7(@) ~ 1) = 55 O m)w — )

Specijalno, za © = x11, zbog L(xk+1) = 0, dobivamo

1 "
Flare) = 5 (@ = zi-a) (@ — 2p).
Uvrstavanjem izraza (9) u prethodnu formulu slijedi

2
(10) f(@pg1) = fo = 1f (&) fi 1ko'

Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti (vidi primjerice [3]) primijenje-
nom na funkciju f’ na [zr_1,x] postoji ko € (xx—1, k) takav da je

fi— fioe = f (o) (g — 2p_1).

Analogno, za funkciju f' na [z;,2*], i = k — 1,k,k + 1 (pri ¢emu smo bez
smanjenja opéenitosti pretpostavili da je z; < *), postoje brojevi &; € (x;, z*),
t=k—1k k+1 takvi da je

(11) le:fz/_fl(x*):(ml_x*)f//(52)7 Z:k_17kak+1
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Ako je f"(&k+1) = 0, onda je f'(zr11) = 0 pa niz (xy), konvergira prema
nul-tocki funkcije f’. U suprotnom, zbog (10) i (11) imamo

/
* fk+1

" (Gkg)
_ L (2 — x1)?
f (g)fk 1fk(.fk fk 1) f‘//(gk+1)

:lf (g)f (fk)f (Ek—l)(x 7x*)(x 717*)
2 (&) ()2 S

Neka su zg i x1 pocetne aproksimacije. Oznacimo s e¢; = x; —x*, i € N. 1z (12)

T4l — T

(12)

slijedi
O )
T2 (&) (f" (1 ))20 ereg =: n(eq, e1)eger,
gdje je
(13) 1(en—1,ex) = 1 ©f E)f Er-1)

2 [ (k1) (7 (70))?

Uocimo da je n(0,0) = f,l,( oF Ako je C € (0, 1) unaprijed zadani broj, onda
uvijek mozemo odrediti dovoljno maleni broj § > 0 sa svojstvom da za sve
u,v € R, |ul, |v] < § vrijedi

lvn(u,v)] < C < 1.
Odaberimo zg,x; tako da je |eg|, |e1] < d. Onda je
le2| = [n(eo, e1)eoer| < Cles| <lea <6

odakle slijedi
lein(er,e2)| < C <1

Induktivno dobivamo
lexn] = [n(er—2,er—1)ex—2er—1] < Clex—1] < C2leg_o| < -+ < C* ey

Zbog C < 1 za k — oo slijedi da je klim er = 0. Kona¢no, to zna¢i da smo
— 00

pokazali kako postoji § > 0 takav da za sve xg,z1 € (z* — 0,2* + 0) niz (xy)

konvergira prema x*.

Preostaje pokazati da je brzina konvergencije metode r =
postoji A > 0 takav da je

1+2‘/5, odnosno da

lim [ex 1] =
k—o0 |€k|r

Uocimo da iz (12) slijedi

(14) ext1 = n(ex—1, €x)€eK_1€kK
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odakle prelaskom na limes zbog (13) dobivamo

ehi1 f///(x*)

15 = .
( ) k—oo € 1€k 2f”(’13*)

Ako ozna¢imo s s = ‘Té‘:‘il, k € N, onda je

lex| = sp—1ler—1|"
te
2
(16) ler+1] = sklew|” = sksp_q|ex—1]"

Iz (14) te (16) dobivamo

2
el seSpoaler—al” I
In(ex—1,ex)| = lex—1|ex] = Sho1]en_1]" 1 = Sk8k71|ek71| .

Kako je r2 —r — 1 = 0, slijedi \ek_1|7’2_r ! =1 te je prema tome

In(er—1,er)| = sks)_]

Neka je yr = log |n(ex—1, ex)| te ex, = log sy, onda je
(17) ex =yr — (r—1)eg_1.

Bududéi da niz (n(eg—1, ex)) konvergira prema broju koji je razli¢it od 0, sukladno
uvjetima teorema, slijedi da je niz (yx) konvergentan te postoji y* = limg_c0 Yk
Pokazmo da je () konvergentan te da je limyg_, o0 £ = % U tu svrhu najprije
¢emo pokazati da je niz (e —ex—1) konvergentan, te da mu je limes jednak nuli.
Kako je (yr) konvergentan, za proizvoljni p > 0 postoji m € N takav da za sve
k > m vrijedi

2-rn

(18) [Yk+1 — yi| < 5

Nadalje iz (17) slijedi da je
lerr1 — erl < lyrtr — wrl + (r = lex — ex—1l,
odakle za p € N, p > 3 induktivno dobivamo

lem+p+1 = Ept1l < |Ymapt1 = Ymtpl + (7 = Dlemtp — Emap-1l

< Ymtpt1 = Ymtpl + (" = Dl¥Ymtp — Ymtp—1| + (r — 1)2|5m+p71 — Emtp—2]
< |ym+p+1 - ym+p‘ + (7" - 1)|ym+p - ym+p71| + et (7“ - 1)p|ym+1 - ym‘
+(r = 1P ey — emoil-
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Iz (18) slijedi

lemipi1 —Epi1| S T+ (r=1)+ (r—1)2 4+
N L P
<(A+@Er—-1+@F—-1)7>%+-+
o2

2
1L (2—r)p p
= _1p+l m — Em—1| = 3 _1p+l m — Em—1]:
S — +(r—1)F" e Em—1] 2+(r P e Em—1]

+ (T - 1>p+1|5m - Em,1|

Buduéi da je limj_,o(r — 1)¥ = 0, postoji prirodni broj py takav da za sve
p > po vrijedi

(r— 1P e, — emo1] < g
Konaéno to znadi da je |ex11 — ex| < p za svaki k > m + pg, odnosno da je
(ex+1 — €r) konvergentan te da konvergira prema nuli.

Definirajmo nadalje novi niz (¢) na sljedeéi nacin
ty =rep =c + (r— 1eg.
Iz definicije niza (t) 1 (17) slijedi
te = €k + Ykt1 — Ekt1-

Buduéi da niz (ex+1 — €x) konvergira prema nuli, slijedi da niz (¢;) takoder kon-
tr

vergira te da je limg_, oo tx = y*. Kako je e, = =, slijedi da je (e3) konvergentan

te da mu je limes jednak %
To znaci da je

. €k+1 . v
lm‘ +,|:hmsk:er>07
k—soc0 |e;€‘7 k—o0
¢ime smo pokazali da je brzina konvergencije ove metode r = =52,

O

Iz iterativne procedure (9) proizlazi Algoritam 2. Uoc¢imo da smo u Al-

goritmu 2 naveli kriterij zaustavljanja, prema kojem Algoritam staje kada je

derivacija funkcije f u trenutnoj aproksimaciji manja od unaprijed zadanog

broja € > 0. U literaturi postoje razliciti drugi kriteriji zaustavljanja. Bududi
da zahtijevaju posebnu analizu i obrazlozenja ovdje ih ne¢emo razmatrati.

2.2.2 Metoda II

U ovom pododjeljku kratko ¢emo opisati jos jednu metodu dvije tocke. Sli¢no
kao i prvoj metodi pretpostavimo da su zg,z; € R, 29 < z; dvije razlicite tocke
za koje su poznate vrijednosti f(xg), f(z1) te f'(x0), pri ¢emu je f(xo) # f(z1).
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Algorithm 2 Metoda dvije tocke
Input: f xg,x1,¢
L fo = f'(z0), f1 = f'(z1)

20 T =10 — ﬁg:ﬁlfé

3: while |f'(Z)| < e (ili dok nije zadovoljen neki drugi kriterij zaustavljanja)
do
4 Tog =21, 1 =T
5 fo= (o), fi = f'(z1)
6: T =x9— ?2:;{1 1
7: end while
Output: =

U tom slucaju trazimo kvadratnu interpolacijsku funkciju g : R — R, g(x) =
ax? + Bz + v sa sljedeéim svojstvima

9(w0) = axf + Bzo + v = f(x0) =: fo,
(19) g(x1) = axi + Bz +7 = f(z1) = fL
g (z0) = 20w + B = f'(w0) = fo
Rjesavanjem sustava (19) dobivamo da je
_ fo—fi—fo(wo—21)
a = bofzfite,
B = fé + 2z fo_i;;iox(f)oz_xl)
v = f(zo) — axd — Bao,
odakle slijedi rekurzivna formula:
1 (SL‘k — Cckfl)f/
(20) Th41 = Th—1 — 57]‘,/ - fk—fk—1k7 k=1,2...
kE zp—xi1

Za metodu koja se zasniva na iterativnoj proceduri (20) po uzoru na dokaz
Teorema 2.2, moze se pokazati analogna tvrdnja.

3 Metoda tri tocke

Neka je f : R — R neprekidna funkcija koja opcenito nije derivabilna. Kao
i dosada s z* oznaCimo nepoznatu tocku u kojoj se postize lokalni minimum
funkcije f. Odaberimo tri medusobno razli¢ite pocetne aproksimacije zq,z i
29 1 to tako da su tocke (g, f(20)), (x1, f(x1)) te (x2, f(x2)) nekolinearne te da
vrijedi

min z; < z* < max z;.

i=0,1,2 i=0,1,2
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U tom slucaju postoji jedinstveni interpolacijski polinom g drugog stupnja koji
prolazi kroz te tri tocke te glasi

g(z) = (x —21)(x — 32) fo+ (z — z0)(z — T2) i+ (x — x0)(x — 21) fo.

(zo — @1) (w0 — @2) (z1 — @o) (21 — 22) (z2 — @o) (22 — 21)
gdje su fi := f(ag),k = 0,1,2. Sliéno kao i kod prethodnih metoda, umjesto
tocke u kojoj se postize lokalni minimum funkcije f trazimo tocku u kojoj se
postize globalni minimum kvadratne funkeije g. Nije tesko vidjeti da iz ¢'(x) = 0
dobivamo

N Y. (fo = f1)(@1 — @3)(x2 — 7o)
@) o 2( ot o)+ 2 (1 — x2) fo + (w2 — 20) f1 + (o — 1) f2

Iz formule (21) proizlazi metoda kod koje polazeéi od trojke toc¢aka xg,z1 i 2,
dobivamo novu tocku . U svakoj od tako dobivenih ¢etvorki tocaka izracunamo
vrijednost funckije f te medu njima biramo one tri tocke Zg, 1, Z2 u kojima je
vrijednost funkcije najmanja. Postupak nastavljamo sve dok se ne zadovolji
neka unaprijed zadana to¢nost. Potpuna procedura opisana je u Algoritmu 3.

A

Y

Slika 3: Graf funkcije f i kvadratne interpolacijske funkcije g

Vrijedi sljedeéi teorem, ¢iji iskaz i dokaz se mogu naéi primjerice u [9].

Teorem 3.1 Neka je f: R — R éetiri puta neprekidno diferencijabilna. Ako
je x* € R takav da je f'(z*) = 0 te f'(x*) # 0, f"(z*) # 0, f%x*) # 0
onda postoji 6 > 0 takav da za svaki xo,x1,29 € (x* — 6,2% + ), x; # x;j,
1 # j, Algoritam 8 konvergira prema x* pri cemu je brzina konvergencije metode
r=1.32.

Analogno kao i dosada u svrhu dokaza teorema potrebno je postaviti znatno
jaci zahtjev na funkciju f, od onog koji je potreban za provodenje Algoritma 3.
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Algorithm 3 Metoda tri tocke
Input: f,xzg,z1, 22 tako da je min{zg, z1, 22} < z* < max{zg,x1, 22}, €

i fo= f(zo), f1 = f(z1), f2 = f(x2)

= Yot )+ o Lo
3: if (T — 20)(T — 22) > 0 then

4: goto Korak 8

5. else

6: goto Korak 9

7. end if

8:

Konstruirati novu trojku {zg, 1, z2} iz xo, 21,22 i T za koje je vrijednost
funkcije f najmanja i goto Korak 1
9: if [T — 1] < ¢ then
10: goto Korak 13
11: else
12: goto Korak 8
13: end if
Output: =

4 Numericki primjer

U ovom odjeljku s jednim jednostavnim numeri¢kim primjerom ilustrirat ¢emo
efikasnost prethodno navedenih metoda te potvrditi teorijske rezultate koji se
odnose na brzinu konvergencije pojedine metode. Promatrajmo u tu svrhu
funkciju f : R — R, zadanu formulom

Graf funkcije f prikazan je na Slici 4.

151

10}

Slika 4: Graf funkcije f

Nije tesko vidjeti da f u x* = 4 postize lokani minimum, koji je ujedno i
globalni minimum funkcije. Svaku od prehodno opisanih metoda primjenjujemo
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na funkciju f uz pocetne aproksimacije xg = 1.5,21 = 3 i &9 = 6. Kriterij
zaustavljanja definiramo tako da algoritam staje ako je |z —4| < ¢, gdje jee > 0
unaprijed zadana to¢nost. Pri tome za razlicite e € [10~8,0.01] odredujemo broj
iteracija koji je potreban da bi se odgovarajuéi algoritam zaustavio. Pocetne
aproksimacije odabrane su tako da sve metode konvergiraju.

Na Slici 5 prikazan je broj iteracija za Metodu jedne tocke-Newtonovu metodu
(NM), Metodu dvije tocke (MDT) i Metodu tri tocke (MTT) u ovisnosti o parametru
€. Kako je i ocekivano sa Slike 5 vidimo da NM treba najmanje iteracija, MDT
nesto vise, dok MTT treba znacajno najviSe iteracija da bi se zadovoljila zadana
tocnost.

251

Broj iteracijazaMTT

20
Broj iteracijazaMDT

Broj iteracijazaNM

10

=

I I I I
0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Slika 5: Broj iteracija za Newtonovu metodu (NM), Metodu dvije tocke (MDT) i Metodu
tri tocke (MTT)
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