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ZNACAJ METODE POMOCNE NEJEDNAKOSTI
ZA DOKAZIVANJE RAZNIH NEJEDNAKOSTI

(Importance of method helps inequality for
the proving of diverse inequalities)

Dr. Sefket Arslanagié, Sarajevo

Sazetak: U ovom radu je dat dokaz jedne zanimljive algebarske nejednakosti od tri
promjenljive. Za njen dokaz se koristi jedna pomoéna nejednakost koju smo
konstruisali uz detaljno objasnjene kako smo to uradili. Poslije dokaza date
nejednakosti, data je i njena generalizacija kao i njen dokaz.
Rijec je o sljedecoj nejednakosti
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gdje su x,y,z realni pozitivni brojevi cija je suma jednaka 1,1j. x+y+z=1.

Kljuéne rijedi i izrazi: pomocna nejednakost, generalizacija, simetri¢na neje-dnakost,
nejednakost CebiSeva.

Abstract: In this paper is gived the proof of one interesting algebraic inequality of
three variables. For hers proof we use one help inequality. After this proof is gived the
generalization of this inequality and hers proof.
This is the inequality
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where x,y,z are positive real numbers and x+y+z=1.
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gdje su x,y,z realni pozitivni brojevi ¢ija je suma jednaka 1,tj. x+y+z=1.
Dokaz: Koristicemo pomo¢nu nejednakost koja glasi:

3
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Pokazimo najprije da je ova nejednakost tacna. Ona je nakon mnozenja sa

2
X2 +1-x= (x—%) +g >0 ekvivalenta nejednakosti:
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< 27x° +27x* —27x+520; (3x=t)

<t2+3t2-9t+5>0

< t?(t-1)+4t(t-1)-5(t-1)>0
& (t-1)(t* +4t-5)=0

& (t-1)* (t+5)=0,

a ova nejednakost je tacna jer je zbog x>0 takoder t >0. Vazi jednakost ako i samo

ako je t =1, tj. x=%.

Vode¢i racuna da je x+y+z=1, tj. 1-x=y+z, dobijamo iz nejednakosti (2):

3
Zx—zéx—i, (3)
x“+y+z 49 49
kao i analogne nejednakosti:
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Sabiraju¢i sada nejednakosti (3), (4) i (5), dobijamo:

x3 y? 2 22 15
5 +— +— > (x+y+z)-—=,
X“+y+zZ Yy +z+x z°+x+y 49 49

a odavde zbog x+y+z=1:
X3 y? 2 7
2 t3 *t3 25"
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a ovo je nejednakost (1).

Vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je x=y=1z :% .

Sada ¢emo objasniti kako smo dosli do nejednakosti (2). Neka je

%3
x2+1—x

>ax+f (x>0; a, BeR).

2
Nakon mnoZenja ove nejednakosti sa x*+1-x= [x—lj +§ >0 dobijamo

ekvivalentnu nejednakost:
P(x)=(1-a)x* +(a-B)x* +(B-a)x-p>0.

Imamo sada
P(}jzl—a_'_a—ﬂ_’_ﬂ—a_ﬂ.
3 27 9 3
Odredi¢emo sada a i g tako da x=% bude nula polinoma P(x), tj. P(%jzo;
imamo:

1_Ol+0!_ﬂ+ﬁ_a—,8:0/~27
27 9 3

o l-a+3(a-B)+9(f-a)-275=0
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STa+21p5=1. (6)
Uzecemo da je x =% dvostruka nula polinoma P(x), tj. mora biti P'(%j =0, slijedi:

P'(x)=3x*(1-a)+2(a—B)x+f—-a=0,te

P'(%j:%(1—a)+§(a—ﬂ)+ﬂ—a:0

S l-a+2a-2+34-3a=0

20-p=1. (7)
Rjesavanjem sistema jednacina (6) i (7) dobijamo:
22 . 5
o =— I = ——,
49 p 49
Lijepa ideja, nema Sta!
Sada ¢emo dokazati generalisanu nejednakost (1) koja glasi:
k+2 k+2 k+2
klxk k+k1yk k+klzk kzl’ (8)
Xy ¢y xS ey 7

gdje x,y,z>0 i keN.

Dokaz: Posto je data nejednakost simetri¢na, to ne naruSavajuci opStost mozemo
pretpostaviti da je x>y >z >0. Nakon ovoga lako provjerimo da vaze nejednakosti:

Xk+1 yk+1 Zk+l
>

= = ’
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Na osnovu nejednakosti Cebiseva slijedi:
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Xk+2 . yk+2 . Zk+2
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1 X 4 y + z cyclic
3 Xk+1+yk+zk yk+1+zk+xk Zk+1+xk+yk Z (Xk+1+yk+zk)
cyclic
1 Xk+1 1

== _— > xk+l+yk+zk).

Kl ok L oK
3| gyetic| XM+ Y+ 2 gyaiic > (xk*1+yk+zk)

cyclic
1/ ki1 | kel kel 1
2_()( ty oz ) kil k. .k
3 > (x +y<+z )
cyclic

~ Xk+1 + yk+1 +Zk+l (9)

Xk+1+yk+l+2k+l+2(Xk +yk +Zk)

Na osnovu nejednakosti Cebiseva takoder imamo:

3(Xk+l+yk+1+zk+1)23_¥(xk+yk +zk)’ tj.

X< +yk 426 s3(xk+l+yk+l+zk+1). (10)

Sada iz (9) i (10) slijedi:

Xk+2 yk-¢—2 Zk+2

Xk+l+yk+zk yk+1+Zk+Xk Zk+1+Xk+yk

Xk+1 + yk-¢—l +Zk+1

Xk+1+yk+l+zk+1+2(xk +yk+Zk>
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Xk+l + yk+1 + Zk+l

Xk+1+yk+1+Zk+l+6(xk+l+yk+1+zk+l>

1
=

Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je x=y=z=

Wl
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