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BekTopcko nepunucame
Pa3HHUX reOMEeTPHUjCKUX MPOCTOPA

ITaBjae M. Muanuuh

BepoBatHo je HajBeha 3acimyra craporpukux mMareMarmyapa y TOME LITO Cy
OHM OTBOPWIM MPOOJIeM JIOTHYKE M3rpajmhe reoMerpuje. Taj mpobieM Cy MmocTaBuUiIH
craporpuku (unozodu, npe cBux, [lmaton (oxo 429-348) a mocne Tora W OCHHUBAY
dopmanne noruke Apuctoren (384-322). Mako ce ApHCTOTEN HHje HEMOCPEIHO
3aHMMAao 3a FEOMETPH]Y, BheMY Ce MPUITHUCYje UIIeja /la Ce TeOMETpHja U3rpaau nomohy
HU3a TBphema Koja MpOUCTHYY jeJHa U3 JPYTuX JIOTUYHUM 3aKJbyuuBameM. Kao mro
3namo, Eykmmn, xoju motmde u3 IlmaroHoBe mikone, y3 cBe HEIOCTAaTKE, CIIPOBEO je
ApHCTOTENOBE HJgje Y CBOM 4YyBeHOM aeny FEnemenmu. Ty, IpBU MyT, UMamo T3B.
aKCUOMAaTHKy TE€OMETpHje, T3B. eykiauocke ceomempuje (EI). MHoOro kacHuje, Taj
METOJl aKcuoMaTu3aiuje, mnpuxBaheH je Kao oOpasaly y CBUM (opMaTHUM
MaTeMaTHYKUM JTUCHUILTHHAMA.

O 3Havajy aKCHOMATHKE eYKIHJCKE TEeOMETpHje OBJE HHUje TOTpeOHO
roBoputd. CBakM MaTeMaTHdap O ToMme cBe 3Ha. XwioepT je 1899. cBojoM KmHrom
Ocnoee eomempuje OTKIOHHO CBE HelOCTaTke EykimnOBe akcMOMaTHKe TeoMeTpuje.
[ocraBno je cranmapae: 3a BalMAHY aKCMaTHUKy TIOTpeOHA Cy WCIyHEma TpH
KPUTEPUjyMa: HOMNYHOCM, He3A8UCHOCM U HenpomugypeuHocm. YBEO je T3B.
Xusbeprose akcrome (XA) eyKiIuacke reomerpuje.

3a pa3zymeBame OHOra IITO CIeAW MOTPeOHO je Ja ce TPBO OCBPHEMO,
kopuctehu [2], Ha caapxuny XA.

1. O XunbeproBoj akcuomatuum EI’

bes nerambucama, Moxe ce pehu 1a ce XunbeproBa akcuomaruka EI” cactoju
W3 TPU BPCTE II0jMOBA. OCHOBHHMX IIOjMOBa, KOjU C€ HE Je(QHHHUIIY, OCHOBHHX
penaiyja,urija ce er3ucTeHIMja He J0Ka3yje u akcuoMa, TBphema Koja ce He T0Ka3yjy,
a KOja ce 0JJHOCEe Ha OCHOBHE MIOjMOBE U OCHOBHE peJallyje.

Heraspauje: OCHOBHM TIOJMOBH CY: CKYH mauyaxa, CKYH Npagux W CKyn
pasnu.OCHOBHE pellalje Cy. perayuja npunaoHoCmu, perayuja KoHepyeHmHOCmU
(moxynapHocTH), penanmja ,zexcu usmehy . JIBagecer akcuoMa cy moje/beHe y 5
rpyna: A. npunadnocmu, 8 akcuoma,; A. nopemxka, 4 akcuome; A. KoHepyeHmHOCmu, S
akcuoma; 4. HenpexuoHocmu, 2 akcuome; A. naparernocmu, 1 akcnoma.

Kao mTo BHAMMO OCHOBHH IIOjMOBH Cy TPH alCTpakTHa CKyIla ejeMeHara.
Tpeba HaNOMEHYTH J]a TEOMETPH]CKH TIOJMOBH MAUYKd, NPAsd, paéax y PEaTHOM CBETY
HE 1ocToje. MaTemMaTuiapy Cy UX CTBOPHIIN allCTPAaXOBaEM I10jMOBA PEaTHOT CBETA.
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Otyma 1ocToje CyMIbe HEKMX CaBpeMEHHMX (H3udapa Ja peagHOCT OCHOBa
reoMeTpuje He KopecrmoHampa ca peamHuM cBeroM. ([lo3Haro je AjHIITajHOBO
MUIIJBEEHE O TOME).AJH, CyMIba je MoTpeOHa, yocTajoM, Ja HHUje OWIO0 CyMme y
ompasiaHocT mneror nocrynara EIN, He Ou HacTtane Ipyre, HESYKIHICKE, T€OMETpHje.
Ca gpyre cTpaHe, HayKa (a moceOHO TEOMETpHja) je HalpaBuia MPBE MpPaBe KOpake y
CBOM Da3BHTKy OHOT TPEHYTKa Kaja je ancmpaxogaia W uU0eanu308aid TpeaMeTe
pEasHOr CBETa, OTHOCHO, PEATHOT OKPYKeHa.

Jlakie, cyMmbe y OCHOBHE ITOCTaBKE y HAyll M allCTPaKOBama Yy HAYIH CY
HyXHe!

XunbeproB yueHuk Xepman Bajn (1885-1955), jeman on HajBehwmx
Matemarndapa 20. Beka, Jao je HOoBy akcumomatuky EI kopuctehm mojam BeKkTopa U
BEKTOPCKOT MPOCTOPA.

Pagu xoMIuleTHOCTH najber wu3Narama, a jAa OM CMO ce TOTCeTHIIM Ha
neUHUIN]Y BEKTOPCKOT IPOCTOpa, W OBIE HAMOMEHHMO HEKe JJ00po TIo3HaTe
YHbCHUIIE AeUHUIIA]ja BEKTOpa B BeKTOpcKor mpoctopa ([6],[7]).

Kopucrehu mojam nyxu, 3aTuM 1ojaMm ycMepeHe IOyXKH, MOJMOBE KOjU ce
Mpenu3Ho JMehUHUITY Ha OCHOBaMa XwuibOeproBux akcuoma EI, jmako ce JeQuHIIe
nojam eekmopa (T3B. C10O00HO2 8eKMOpPa) Kao Kiace €KBUBAJCHIMjE Yy CKYMy CBHX
ycmepenux ayxku. CrioOomHe Bektope hemo 3Batu eeomempujcku  eexmopu (e
6eKmopu).

AXO CKyN CBHX T. BEKTOpa O3HauMMo ca V = {)?, Y, Z,m} a CKyI CBHX Tayaka

eYKJIMJCKOT mpocTopa ca E = {A, B,C,---} OHJIa ce JIaKo JoKasyje, kopuctehn XA, na
MocToju TpecnukaBame o :ExE >V Tj. ma cBaku ypeheHm map Tadaka (A, B)

neduHHINE je1aH BEKTOP, T3B.YCMEPEHY YK AB eV , ca cnenehuM ocoOMHama:
1) 3a cBaky Tauxy Ae E u cBaku Bektop X €V 10OCTOjH jeIMHCTBEHA TauKa
B € E 3a kojy je AB=%X. (Ako je X =0 ouzmaje B=A).

2) 3a cBake Tpu tauke A, B,C € E Baxu jeqHakoct AB +§f = A_Cf

OBe ocobune mokasyjy na je E agunu npocmop.(Hanme, craBoBuma 1) u 2)
nebunuie ce apuHu npoctop).OcuM TOra, 3a I. BEKTOpE, IOCTOjU OIepaldja

cabupara eexkmopa +:N xV —V u omnepanmja mHodcera Opojeéa u gekmopa
-:RxV —V 3a xoje Baxe crnenehe ocobune (3a mpousBosbHE BekTope X,Y,Ze€V
npousBosbHE OpojeBe «, f€R):

3) X+y=V+X,

4) X+(+2)=(X+¥y)+Z,
5) X+0=0+X=X,

6) X+(—X)=0,

7) (a+p)X=aX+ X,
8) (aB)X=a (BX),

9) a(X+y)=aXx+ay,
10) IX =X.
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Ocob6une 3),4),5) u 6) roBope aa je (V ,+) AbenoBa rpyrma 3a Kojy Baxke ocobune 7), 8),
9), 10. Ocum Tora, y CKyIy T. BEKTOpa MOXKe ce Ae(DUHHUCATH T3B. CKALAPHU NPOU3B00
<> Bektopa X,y eV ca

S T ST

(5.9 = S (e i)

Koju uMa cienehe ococonne:

11) ( X,y+Z )=( %y )+( X2 ),
12) a{ %,y )=( aX,y ),
13) ( %,y )=( ¥.X ),

Hanomenumo na je y V Hajeehu Opoj JMHEapHO HE3aBHCHUX BEKTOpa 3,Tj. Za je
JUMeH3Huja mpocTopa V Tpu, IITO ce UCKasyje ca

15) dimV =3.

Kao mrro Bumumo, xopuctehu XA, y ctamy cMO Aa 1eUHHUIIEMO jeaHY
MaTeMaTHUYKy CTPYKTYPY (E,V) 3a K0jy Bake ocobume 1)-15).

Nnaue je ckyn V ca ocobunama 3)-10) jeman npumep T3B. peanHoz
MPOOUMEH3UOHO2 8eKMOPCKO2 NPOcmopa.A anCTPaKTHU BEKTOPCKU MPOCTOP IIPBU je
nedunncao 1888. cnaBHu wuranwjaHcku marematudap byseme Ileano (1858-1932).
3anpaso, ococoune 3)-10) ITeano je y3eo 3a aKCHOME peaiHoe 6eKMOPCKO2 NPOCMopa.
Ty nedununmjy, mocie HaBojema OCHOBHHX OCOOMHA TE€OMETPHjCKHX BEKTOPA,
MOJKEMO cajia mpuxsatuTh. (Bumetu [7], crp. 122-130).

Nuauve ce cMaTpa 12 je X0NaHICKH MHKHbep 1 MateMarndap Cumon CTeBHH
(1548-1620) nipBu 1587. 1. y cBOjOj KibM3H ,,[Iouemak cmamuke** ynorpedno
CTpEJHMILy 3a yCMEpEHy IyX, yBeOo cabupame OPTOrOHATHUX BEKTOpa. 3HATHO KacHUje
bpanmycku matemaruuap Jlyu Ilyanco (1777-1859) y kwusu ,,Eremenmu cmamuxe*
1803.1. pa3BHja TeOpHjy BEKTOpA.

[pena3umo cajia Ha BEKTOPCKO AehUHICARE [TOjeJHHAX T€OMETPH]CKUX
poCTOopA.

2. ATICTPaKTHH pPeajTHi BEKTOPCKH NMPOCTOP

Ancrpaktan  ckyn V= {)7, Y, 7,---} ca ocobunama 3)-10) 30Be ce
ancmpaxmuu  peanan eexkmopcku npocmop. (IlogpsymeBa ce nma y V mocroju
orepaiyja + Takpa jaa je (V,+) AGelioBa rpyna ¥ Ja 3a MHOXEHE Opoja U BEKTOpa
Baxke ocobune 7), 8), 9) u 10)). Ocobune 11)-14) nepununminy ckarapHu npousgoo y
npoctopy V . MakcumanHu Opoj JMHEAPHO HE3aBHCHHX BEKTOpA 30BE C€ OuMeH3uja
npocmopa V , o3HauaBa ce ca dimV . EneMeHTH BEKTOPCKOT MPOCTOpa 30BYy ce
8EKMOPU MO2 NPOCMOpA.
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Jlaksie, BEKTOpH HHCY caMO CJIOOOIHHM TEOMETPHUjCKH BEKTOPH KOJH Ce
JeQHUHUITY MPEKO YCMEPEeHUX OyKH EyKIHACKOT mpoctopa.OHHM Mory OWTH BeoMma
arncTpakTHU o0jekT. Ha mpumep, ckyn CBUX peanHuX (QyHKIHWja Ha cerMeHTy [a,b]
,ca yoOnJajeHnM orepanyjama cabupama U MHOXEHa, j€ jeJaH BEeKTOPCKH IPOCTOp,
nojeivHe (PyHKIIHje Cy BEKTOPHU TOT MPOCTOPa.

3a kacuuje he Ham Outu motpeban cienehu mpumep ckyna 4YMju €IEMEHTH
HUCY YCMEpEHEe TyXH, a y KOMe ce Mory feduHHcaTH oAroBapajyhe omeparuje xoje
ucnymaajy ocooune 3)-10).

IIpumep 1. Heka je R, = {(Xl, Xp s X3, X4)} CKyn ypeheHHX YeTBOPKHU peaTHuX
OpojeBa. JacHo je mTa je 30up ypeheHnX YeTBOPKH U IITA je MPOU3BOJ] PEATHOT Opoja u
ypehene ueTBopke. Y ofHOCY Ha OBE Ollepalje JaKo je MPOBEPUTH Ja Cy Y OJHOCY Ha
BUX ucmymeHn ycioBu 3)-10) ma ce y ckiaay ca IleaHoBOM aKCHOMATHKOM OBE
ypeljeHe yeTBopke Mory 3BaTH BekTopuma. Illta Bume, 3a ypeleHe yeTBOpke

X = (X, Xy, X %) 1Y =(Y;, Y5, Y3 Y,) (32 BekTOpe X 1Y) DyHKIHOHAT
<X: Y> =X Y1+ X Yo + X3Y3 + XYy
ucymasa ycinose 11)-14) na je R, BEKTOPCKH MPOCTOP ca CKaJapHUM IIPOH3BOIOM.

Kao 1mto BHIUMO CKaapHU MPOU3BO.T <X, y) je bununeapna popma Kojy

MOJKEMO 3a1urcaTu ca

(xy)= igijxiyj

i,j=1

e je
1 000
[gij]: 0100
0010
0 001

OnroBapajyha xeadpamna ¢popma oBe OminHeapHe popme je
1M = (%, X) = %7+ %,° %" +%,°
I

()= > g5%x,

i,j=1

KOjoM ce neduHuIe T3B. Hopma éekmopa X 'y R,. Jlakine HopMa BeKTopa X je
HEHEraTuBaH Opoj

x| = \/xlz FX X A X

IMopen Tora, Jiako je IOKa3aTH Ja je OBJE MaKCHMaJHH Opoj JIMHEapHO
He3aBUCHHMX Bektopa 4, e je dimR,=4. Jlakie, ca yBeneHuMm omepamujama R,
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MOCTaje YeTBOPOAMMEH3UOHH PEATHU BEKTOPCKH MPOCTOP Ca CKAJapHUM IIPOU3BOJIOM.
OH ce yecTo Ha3UBa YeMmeEopPOOUMEHIUOHU eYKIUOCKU NPOCIOP.

Ha OmcMo peduHMcanm joml jedaH BakaH II0jaM T3B. NCeYOOCKAAAPHU
npouseo0 BEKTOpa HaBOAUMO cienehu mpumMep.

IIpumep 2. Ilocmarpajmo ckyn R, u3 [Ipumepa 1. ca panujum omeparnujama
cabupama BeKTOpa U MHOXKema Opoja u BekTopa.Ha R42 mocMaTpajMo  OHIMHEapHY

bopmy (pyHKIHOHAT)
(X’ y) =X Y1t X Yo +X3Y3 =X Ya s
KOja ce MOKe 3arncaTH ca

(xy)= igijxiyj

i,j=1

rae je
1 00 O
[gi,-]= 010 0
0 01 O
0 00 -1

Jlako ce mpoBepaBa 1a 0Baj GyHKIIMOHAI UCITYHaBa OCOOUHY:

wy(X,y)=0=x=0.
OBaj ¢pyukiuonan (-,-) je TpuUMep T3B. HCEYOOCKANapHo2 npoussooa unoexkca 1
BekTopa X m Y. Ckyn R, ca TakBUM ICEy[OCKalapHUM IPOM3BOAOM c€ OOHMYHO

o3HauaBa ca Rj.
3. [lceynockanapHu Npou3Bo.

Heka je V= {)?, )7,} N-IMMEH3MOHAIHA PEaTHd BEKTOPCKH IPOCTOP.
Bununeapna ¢opma (dyHKIMOHAN ca JgBa apryMeHTa KOjH je JHHeapaH mo o0a
aprymenta) ¢:V xV — R TakBa ja je oqrosapajyha ksaapartua dpopma ¢(X) = g(X, X)
HecuHryjiapHa u uHuekca k>0, 30Be ce nceydo ckaiapuu npoussoo umoekca K.
Bexropcku npoctop V' 'y KoMe je neduHICcaH Iceya0 CKajJapHu Npon3BoJ MHAEKca K
30B€ Ce nceydockeacpHu eekmopcku npocmop unoexca K (Bugeru Ipumep 2).

AKO 03HauNMO IIceyJOCKaJlapHH IPOU3BOJ Ca (-, ) OHJIa ce TyXHHa (HopMa)

[%]:= /(% %) =52

To 3Haun Ja y NCECYAOCYKINJACKOM IIPOCTOPY KBaApaT BEKTOpa X, X # 0 Moxe

BekTopa X aedunume ca

OWTH HEraTWBAaH WM HyJa, OJHOCHO JIa y OBOM MPOCTOPY AyxuHa Bektopa X #0
MO>Ke OMTH TO3UTHBAH OpOj, UIMaruHapaH Opoj WK HyJa.

13
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Bunenn cmo ma ce kopuctehu XA-¢  eyknmackor mpoctopa E - moxe
neduHICATH jemaH BEKTOPCKH TPOCTOp (MPOCTOp TEOMETPHjCKUX BEKTOpa \7),
OIHOCHO JIa Ce MOKe HampaBuTH cTpykrypa (E,V | 3a kojy Bake ocobune 1)-15). Caxa
je TpHUpPOJHO TOCTaBUTH mUTame: Jla nm ce Moxke H3rpauTd XuidepToBa

akcnomarnka monazehu o cTpykrype (E,\7) (ako je marta akcuomaruka 1)-15) oBe
CTpYyKTYpe)?

OxroBop Ha OBO muTame aao je Xepman Bajm (1885-1955). Ou je mao
BEKTOPCKY aKCMOMATHKY CYKJIHJICKOT MPOCTOPA U EYKIHJCKE reoMeTpuje ( TpPH U BUIIE
TUMEH3H]).

Wuaue je jom Pene Jlekapt 1637. cBojum nenom [ eomempuja yTpo IyT
anreOpau3aiuju reoMeTpuje.

EBo cana BajnoBe akcnomMaTuke, y TEpMHUHOJIOTHjH TOPE PEICHOT

4. BajioBa akcuomaTtuka (BA) eykJInackor mpocropa.

Heka je mara ctpykrypa (E,V) 3a kojy Baxke ocobune 1)-15) (V je peanan
BeKTOopcku mpoctop, dimV =n, mocroju ckynn E duje eneMenTte Ha3uBaMo Taukama u
npecimukapame o :E? —V koje ncmymapa yciose 1)-2) ) Tama ce ckyn E Hasua
peantu N-oumenzuonu eyknuocku npocmop. Ocobune 1)-15) crpykrype (E,V) 30By

Ce BeKMOopCKe akcuome eykuockoz npocmopa E.

Kao mto Buanmo BajinoBa akcmoMaTuka IMOJa3u O OCHOGHUX nojmosa (1Ba
ckyma):ckyn eekmpa V U ckyn mauaxa E, ocnosnux penayuja ( detnpu penarmje):
cabupare 6exmopa, MHodicebe Opoja u 6eKmopa, CKAIAPHU NPOU3e00 6eKxmopa W1
npeciuKasare Koje napy mavaka oooemyje jeoan eexkmop W akcuoma (NETHAECT
akcroma): akcuome 1)-15).

[IpakTnuno kox BajnoBe akcnoMaTHKe OCHOBHH IIOJMOBH CY 8eKMOp U Mauka.
Taxo aa, popmanHo riegano, Bajnosa akcomaTrka UMa IPEHOCTH Y OIHOCY Ha
XunbepToBy aKCHOMATHKY, jep

XA nma 3 ocHOBHA T0jMa a BA nMa 2 OCHOBHA TI0jMa;

XA uma 4 HeneduHmcaHe penanuje a B4 uma 4 ;

XA nma 20 akcuoma a BA uma 15 y3 ycios na je(V,+) rpyma.

Cymrruncka npeaHoct BA-e y onHocy Ha XA-y je mTo je TepMuHoioruja y BA-
M CaBpeMeHa Koja Cce KOPHUCTH W y JPYT'MM MaTeMaTHYKUM U (QUINIKAM
JUCIUIUIMHAMA W ITO ce BA aKCHOMAaTHKOM je(UHUINE EYKIUJCKA IPOCTOp
MPOM3BOJbHE TUMEH3HUjE, AOK ce XA-OoM NeHHHUIIEe caMO TPAMMEH3MOHHU EYKIUICKU
POCTOP.

Ha ocHoBy akcnoma 1)-15) nako ce geduHHUIITY OCHOBHH TTOjMOBH XHIOEPTOBE
akcuomaruke. Ha npumep, penanyja ,,0utn nusmely: Tauka C je uzmely tauaka A un

B axo nmoctoju 6poj t (0,1) TakaB J1a je AC =tAB.

W ocranu ocHOBHH mojMoBH XwuiabOeptoBe akcuomaruke ( npaea, pasan,
KOHZpYeHmHocm OyJicu, Kowepyewmuocm yenoea) , y crpykrypu (E,V) ce mako

14
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nedunannry (Bumety opomrypy([6])).Y momenyToj Opomrypu cy AoKa3zaHa CBa TBphema
cBux Xunbeprosux akcnoma EIl-¢ kopuctehu akcnomaTuky 1)-15).

U mpe X4 reomeTpuje, Ha OCHOBY 3Hama EYKIHICKE T€OMETpHje, KOja HUCY
Onma mana, opex nomenyte JlexaproBe [ eomempuje, jaBUIM Cy € W NPBU 3a4eIH
HEKHX Npyrux reomerpuja. Op TuUX 3adeTaka KacHHje Cy HacTaje T3B. HEEYKIIHICKE
reoMeTpHje. TpPOjeKTUBHA TreoMeTpHja, aduHa TreoMeTpHja, chepHa TeoMeTpHja,
reometpuja JlobaueBckor, PumanoBa reometpuja u mp. CBe cy oHe HacTaie monazehu
O] 3Haba CYKJINJICKE TEOMETPH]e.

CBe OBe reoMeTpHje JaHac UMajy CBOje 3ace0HE BEKTOPCKE aKCHOMATHKE.

OBpe hemo mnpuKa3aTH jeAMHCTBEH MPHCTYN AeQUHHUIMjaMa MpocTopa Y
KOjuMa ce M3y4yaBajy oBe reoMerpuje. MHade To ce MOXe yUYMHUTH Ha JBAa HAYWHA:
KnajuoB epynuu npucmyn (Hemauku maremarndap Penuke Kiaju (1849-1925)), wim
BajnoB gexmopcku npucmyn.

Mu oBzme XemMMO Ja TPHKAXKEMO jeJHHCTBEH BajioB BEKTOPCKH HPHCTYI
neduHICAakY MPOCTOpa Y KOjuMa ce U3ydaBajy oarorapajyhe reomerpuje.

W3 nedununmja xoje ciexe Buuehe ce na je mnpojexmusHu npocmop, 'y
W3BECHOM CMHCIY, HajONIITHjH, OJl CBHUX TIOpe HaBEACHUX IMPOCTOpa KOjHuMa
NPUI0ajeMO U SYKIHACKHA MpOCTOp. 3aTo, MPBO, ped JBE O MOYCILHMa NpOjeKmusHe
eceomempuje (IIT).

OcobuHe npojexmugroe npeciukasarsa 3an0unky HpaHIyCKu MaTeMaTH4apH,
MHOTO TIpe XA-e 1 BA-e eyKInICKe reoMeTpHje.

Opanmyckn matemarmdap K. Jlezapr (1593-1662) yBoam T3B. bGeckoHauHo
Jdanexke mauke CyKIHICKOT MPOCTOpAa M Tako J0OMja MOEI MPOjeKTUBHOT MPOCTOPA,
Kao MPOIINPEHH SYKIHACKU IIPOCTOP.

Opanmyckn maremarudap lloncene (1788-1867) je yBeo npojekmugHo
npeciukasarbe paguu M W3yd4aBao (QUrype Koje Cy HMHBapHjaHTHE TNPHIMKOM
MPOjEeKTHBHOT TIpeciKaBama. AJM MpPENU3He aKCHOMe IMpOjeKTHBHE reometpuje [11°
MorJie ¢y ia ce nojaBe Tek nociie XA u KiajooBor Epnacenckoe npoepama 1872.r. Jlo
THX akcuoma hemo xacHuje nohu.

Cama cMo y MoryhHOCTM Ja HAa jeMMHCTBEH HAYHMH, WUCTHM IOCTYIKOM,
BEKTOPCKH, aMo JIeHHHUIIH]je N — TUMEH3HOHOT MPOjeKTUBHOT MPOCTOPA, CYKIHICKOT
N — IMMEH3UOHOT MPOCTOpa, MpPOCTOpa MHHKOBCKOT, apHHOr N— JIUMEH3HOHOT
mpoctopa, N— IUMEH3HMOHOT  XuiepOosuukor mpocropa Jlobayerckor, N-—
JUMCEH3UOHOI' CJIMIITUYKOT PumanoBor ImpocTopa.

5. IpojexTusnu npocrop (I111).

Hexka je V = {)?, Y, Z,---} peaHi BEKTOPCKH MPOCTOp 3a Koju je dimV =n+1 .
Henpazan ckyn P= {X Y, 2, } j€  N— OUMEH3UOHU NPOJeKMUSHU NPOCMOP,
(mpou3sBeieH BEKTOPCKUAM MPOCTOPOM V ), aKO MOCTOjU MPECIUKABAE

VAR SN
Koje ucrymana cieneha nsa ycinosa (axcuome npojekmuenoz npocmopa):
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1. TlpecnukaBawe f je cupjexmusno, Tj. cBaku enemeHt u3 P je cimka Gap

jenHor enemenTa u3 V .
2. Jemmaxoct f(X)=f(y) je ucmymeHa ako W caMO aKO Cy BEKTOpH X H Y

JMHEapHO 3aBUCHH, Tj KOJIMHEAPHA BEKTOPH OBUM MPECIHKABAHEM Je()HHHUIITY
JeImHy CIHKY, a HEKOJIMHEApHU BEKTOPH Ae(HUHHUITY pa3IHInTe CIUKE.

Enemente ckyma P 30Bemo mauxama npocmopa P .

Ogpe Tpeba HaroMeHyTH 1a oBa neduHunmja 1111 He KOPUCTH aKCHOMATHKY
ETl-e.
Axo je f(X)=X omnma kaxeMo 1a BeKTOp X Oeqpunuuie Tauky X .

Heka je V 4eTBOpOOMMEH3MOHM NpOCTOpP M Heka je L, moampoctop B.
npocropa V ( k=2,3).Ckyn Tayaka P koje medunuiny Bextopu L, 30Be ce
npasa npojekmuenoz npocmopa P . Cnuuno mormpoctop L, medunume pasan
npocmopa P .

Cagna ce mako J0Ka3yjy KIACHYHE aKCHOME TPOjeKTUBHE T€OMETpPHje Kao IITO

Cy: KpO3 JIB€ pa3In4uTe TauKe MpoJIa3y jeHa U caMo jeHa IIpaBa; Kpo3 TP Tauke Koje

HE TIPUNAAajy jeIHOj MPaBOj MPOJIA3H jeAMHCTBEHA paBaH, CBAKEe JBE INpaBe jeIHE
PaBHU MMajy 3ajeJHIYKY TAa4Ky; CBaKe JBE PaBHU MMa]jy 3ajeTHUUKY MIpaBy U T/I.

[okazahemo canma xako ce mory neduHHCaTH aQUHH MPOCTOPH, CYKIHICKU
HOPOCTOPH M IPOCTOP MUHKOBCKOT y KOHTEKCY Je(DHHHIIK]€ TPOjeKTHBHUX MPOCTOPA.

IIpumep 3. Ce ypehene uyeTBopke peanHux OpojeBa obmmka (X, X,,X3,0), y
BEKTOPCKOM Tipoctopy W3 Ilpumepa 2 00pa3syjy TpOIMMEH3MOHH BEKTOPCKH

noanpocrop kora hemo o3nHauut ca V . O3nHaumMo ca X =(X,X,,X;,0) BexTop
npoctopa V . Jlakie,

V= {(xl,xz,x3,0)| X, €R}.
Ocum toray V. Moxemo neMHICATH CKaTapHH Pou3Box (.,.) Bektopa X,y €V ca

(X, ¥) =X Y1+ % Y2 + X3V -

Hedunucahemo caja pealHu TPOAUMEH3MOHH a(UHM IIPOCTOP M PeaHu

TPOAMMEH3UOHU EYKIHJICKK mpoctop. HapaBHo, oBe neduHunMje ce jeaHOCTABHO
npeHoce Ha oaroBapajyhe N — IMMEH3MOHE POCTOpE.

6.A¢unu mpocrop.

Hexka je V ={7(, V,Z,m} peaJHi 4ETBOPOAMMEH3MOHU BEKTOPCKU MPOCTOP H

Heka je P TpoauMeH3MOHH MPOjeKTUBHU NPOCTOP AePUHUCAH BEKTOPCKUM IPOCTOPOM
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V. Heka je ckyn Q:ISU{O} rae je O mocebHa ,Tadyka“ Koja HHjE Y P
JlepuHUIIIMO TIpecIuKaBame fivoQ
ca

coo (X)), X0

rae je f mpecnukaBame momohy kora ce aedWHHINE MPOjEKTUBHUA TPOCTOP P. Tana
f ucrymaga ycnose 1. m 2.y ommocy Ha V u Q . 3ancra, ako je X € P omHna IIOCTOj U
XeV \{6} takaB ga je f(X)=f(X)=X. Ocum tora je f(0)=O. 3maunm ma je
uctymeH ycnoB 1. Ocum Tora ako ¢y X W Y pas3iInduTH Of 0 omma je

f(X)=f(y) = X=4y, 10,
jep To Baxu 3a f . A Hemoryhe je ma Gyxe f(X)= f(y) raeje X wm ¥ jemnax O,
OCHM Yy cy4ajy Kajma je X =y = 0.

Heka je v TPOAUMEH3MOHH moanpocTop ox V u Heka je A= f(\7 ). Tana je

A mpooumensuonu agunu npocmop, mro hemo caga noxazatu (Buaetu [5])
JI0BOJBHO je ToKa3aTu J1a TIOCTOjH MPECINKaBahe

o.:AxA—>V
TaKBO J1a, ako ce o3Haun, o(X,Y)ca XY , Ta Baxke Beh moMenyTe ocodune 1) u 2) koje
neduHUITy adhUHU TIPOCTOP.
Heka je (X,Y) mpousBosban ypehen nmap tauaka u3 A KOj€ Cy pa3iuauTe O]
tauke 0. Tana, npema 1. moctoje Bektopu X, y eV Taksu 1a je
fx) =X, f(y)=Y.
VY ciyuajy naje X =0 onpaje X = 0. Tana JNeUHUIIEMO O ! AxA—V
ca
o(X,Y)=XY =y -X.

Heka cy matu tauka X € A u BEKTOp P eV . Tana MOCTOjH jeTMHCTBEHA TauKa
YeA Taksa na je f(X+P)=Y. VY ToM cuyuajy je XY = p+X—-X=p mna je
ocobuHa 1) ucnymeHa.
Axo mmamo Tpu Ttauke X =f(X),Y =f(y),Z="f(2) CKyna,&, OHJIa je mpema
neUHUINjH IPECITUKABAbA O
XY +YZ =(J-X)+(Z-V) =7 —-X=2ZX,

ma Bayku 1 ocobuna 2). [Ipema Tome A je aduHM TPOIUMEH3HOHH TIPOCTOP.

7. EyRJIMICKY MPOCTOP.

Ja ce u3 rope nedunucaHor apuHor npocropa A 100Hje SYKIHICKH IPOCTOP
JIOBOJBHO j€& TIPETIIOCTaBUTH JIa y TIOTIpocTOpy V IOCTOjM CKajJapHH MPOU3BO (BUAN
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HaBeJieHH npuMep). Haume y Tom citydajy 3a CTpyKTypy (;&\7) Baxke ocobune 1)-15)

na je npema Bajinosoj nepunnnmjn A TpoJMMEH3HOHHU €yKIHICKH mpocTop E,.

8. IlpocTtop MHUHKOBCKOT.

[Ipumep 2 mokasyje [a TOCTOje UYETBOPOAWMEH3MOHH BEKTOPCKM MPOCTOPH ca
MICeYAOCKAIAPHUM MIPOU3BOIOM MHJEKCa 1.

AduHN 4eTBOPOAMMEH3UOHU TpocTOop My OJHOCY Ha YETBOPOIAMMEH3HOHU
BEKTOPCKH MpocTop V ca mceyaockaiapHUM Mpou3BOAOM UHjekca 1 30Be ce [Ipocmop
Munkoeckoe.

M je maxie, mpocTop Kora AHINTajH Ha3UBa IPOCTOP BpEME.
Kopuctehu adunoct y onxHocy Ha V npocropa M , cBakom napy Taana(X ,Y)

MOJKE C€ jeTHO3HAYHO KOPECIIOHANPATH jefjaH BeKTop X nma cey M Mmoxke nedunucaru
METpHKa ca

d(X,Y) =]
Byayhu nma je V BeKTOpCKHM MPOCTOp ca ICEyIO0CKAJAPHUM IPOU3BOJIOM, 3a

pactojame yM , Moryhu cy ciydaju ma pacrojame Oyae jeAHAKO HyIM WIH Ja
pactojame Oyme wmmarmHapaH Opoj.30or oBora He Moxkemo pehm ma je Ilpoctop
MUHKOBCKOT METPHYKH MIPOCTOP.

8. Xunpooauuku npoctop JlodaueBckor.

Hexka je cama, y ropmOj JAeQUHHUIMJU MPOjEKTUBHOr TpocTopa, V
TPOJMMEH3MOHH BEKTOPCKH MPOCTOP Ca MCEyA0CKATapHUM MPOU3BOJIOM WHeKca | U
HeKa je v CKyNl CBUX BEKTOpa WMarvHapHUX JayxuHa. Henpasan ckyn
E2={X,Y,Z,---} j€ MBOIMMEH3WOHU Xunepbonuuku npocmop Jlobayesckoe axo
MOCTOj Y TIPECITUKABAHE

7V L,
KOje ucmymana ycinose 1. u 2. u3 neduHuIMje MpojeKTUBHOT IPOCTOpa.

W y oBoM mpocTopy ce MOXe YBEeCTH ITojaM pacTojama m3Mmel)y Tadaka TOr
MPOCTOpa a CAMUM THM T10jaM KpeTama (BuaetH [4]).

9. PUMaHOB eJIMITHYKH MPOCTOP.

[lo ucrtoj memu, kao MmWTO ce JAehUHUINE JBOAUMEH3UOHH XHUIEPOOIUIKU
npoctop JloOaueBckor, neduHUIIE Ce WU O0B00UMEH3UOHU eaunmuyku Pumarnos

npocmop R,, ¢ TUM IITO ce OBOT ITyTa, YMECTO v y3UMa TPOJUMEH3UOHN BEKTOPCKU
npoctop V,; ca ckamapHuMm npousBojoM. Jlakie, ckym ﬁz #¢ je IBOOUMEH3MOHHU
enunmuyku Pumanoeé npocmop axko mocToju MPecIuKaBambe

7V, \ {0} > Iiz
Koje ncnymaa onrosapajyhe ycnose 1. u 2. u3 neduHHUIIje TPOjeKTHBHOT IPOCTOPA.
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W y oBOM TIpocTOpy MOTY J1a C€ yBEeIy II0jJMOBH pacTojarma U KpeTama (BUIETH

[4]).
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