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SaZetak. U ovome Clanku ¢emo pomocu heuristicke metode izvesti,
a onda strogo dokazati sljedece formule: Heronova formula kao
funkcija duljina stranica trokuta, Heronova formula kao funkcija
duljina visina trokuta i Heronova formula kao funkcija duljina
teZiSnica trokuta. Nakon toga cemo sve tri formule kumulirati u
Jjednu, koja ¢emo zvati Kumulativna formula za povrsinu trokuta, i
to bi bila generalizacija u prvom smjeru. Jo§ ¢emo izvesti i
Heronovu formulu kao funkcija duljina polumjera trokutu
pripisanih kruZnica, koja je ,slicna” prethodnim Heronovim
formulama, ali se s wnjima ne moZe kumulirati. Nadalje,
generalizacijom u drugom smjeru cemo heuristicki  izvesti
Kumulativhu formulu za povrsinu tetivnoga poligona, i pokazat
¢emo, da ona opcenito vrijedi samo za trokut i tetivni Cetverokut.

Kljucne rijeci: kumulativna formula, povrsina trokuta, povrsina
tetivnog poligona

Heuristics and The Generalization
of Heron's Formula in two Directions

Abstract. In this article we will be using heuristic methods to
construct, and then rigorously prove the following formula: Heron's
formula as a function of the length of the sides of the
triangle, Heron's formula as a function of the length of the altitudes
of the triangle and Heron's formula as a function of the length of
the medians of the triangle. All three formulas we will cumulate into
a single one, which we call the cumulative formula for the area of a
triangle, and it would be a generalization in the first direction. We
will also formulate Heron’s formula as a function of the length of


http://www.imvibl.org/dmbl/dmbl.htm

MAT-KOL, XXIII (1)(2017) P.Svirevi¢

the radiuses of the triangle assigned to the circle, which is "similar"
to the previous Heron's formula, but cannot be cumulated with them.
Furthermore, by generalization into another direction we will
heuristically formulate the Cumulative formula for the surface of the
tendon polygon, and we will show that it generally applies only to a
triangle and a tendon quadrilateral.

Keywords: cumulative formula, the surface of a triangle, the surface
of the tendon polygon.

Napomena 1. Prakti¢no je, da se za svaku veli¢inu a, koja predstavlja broj
duljinskih jedinica uvedemo oznaku [a]p = L, i ¢itamo "dimenzija od a je L", a to je
duljina; dakle ne preciziramo da li se radi o: m (metru), cm (centimetru), mm
(milimetru),... Sli¢no ¢emo za veli¢inu P, koja predstavlja broj povrsinskih jedinica,
pisati da joj je dimenzija jednaka L?; dakle [P], = L?, i ovdje ne preciziramo, da li se
radi 0: m?,cm?, mm?,...; broj volumnih jedinica definiramo da je [V]p = L3, ... Jasno
je, daje [A]p = L° = 1, gdje je A neimenovani broj, tj. A € R*.

a) Generalizacija u smjeru Kumulativne formule za povr§inu trokuta

Ako su a,b,c, duljine stranica AABC, tada vrijedi dobro poznatu Heronova
formula

1
P=[s(s—a)(s—b)(s— )z, (1)
gdje je
a+b+c
S =—-
poluopseg trokuta. No, (1) se moze pisati i u obliku
1
P=2l@+b+c)b+c—a)c+a—b)(a+b-o)l, )
koji lako transformiramo u modificirani oblik
1
P =7[(@® + b +c?)? - 2(a* + b* + ], ©)

a on je praktian za primjenu, ako su duljine stranica npr.: a = /19, b =+/21, ¢ =
V23.

Nadalje, ¢emo reéi, da trokut postoji ako i samo ako je P > 0. Dakle P € R™,
jer P uzimamo kao broj neimenovanih kvadratnih jedinica; dok su: a, b, c,s brojevi
istovrsnih neimenovanih duljinskih jedinica, pa je: a,b,c,s € R*. Prema tome je
funkcija P: (RT)3 - R*. Iz (2) slijedi ekvivalencija

P>0)e=((btc>a)A(ct+ta>Db)A(a+ Db >c)), (4)
a to znaci da trokut postoji onda i samo onda ako su ispunjene sve tri nejednakosti.
Nadalje vrijedi ekvivalencija

P=0e=((btc=a)V(c+ta=Db)V(a+b=rc)), (5)
dakle i to je realan, ali degenerirani, slucaj; jer je trokut degenerirao u duzinu. I na
kraju imamo slucaj, kada povrSina nema realnu vrijednost, naime

PegR)e= (b+c<a)V(c+a<b)v(a+b<)), (6)
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Sada ¢emo heuristicki do¢i do formule (1). Jasno je, da je nuzni uvjet za

postojanje trokuta valjanost nejednakosti: (b +c>a) = (a+ b + ¢ > 2a) =
a+b+c
(=
Na osnovi toga, po zakonu analogije istovremeno vrijede ove tri nejednakosti:
s—a>0,s—b>0 s—c>0;

koje su sada nuzan i dovoljan uvijet za postojanje trokuta. Naslué¢ujemo, da ¢e veli¢ine:
s—a, s—b, s—c; tvoriti formulu za povrsinu trokuta, odnosno bit ¢e zastupljen
njihov produkt, jer su one medusobno ,,ravnopravne®. No, ((s —a)(s — b)(s —¢))p =
L3, a to znati da bi trebali ,,ubaciti jo§ jedan ,,neutralni* varijabilni faktor, tako da
korjenovanjem toga izraza dobijemo dimenziju povrSine. Za ocekivati je, da bi taj
faktor mogao biti poluopseg s. Na osnovi iznesenog naslu¢ujemo, da je formula za
povrsinu trokuta dana u obliku

—a:s—a>0>:>(s—a>0).

1
P =k[s(s —a)(s = b)(s — )]z, ()
gdje je k konstanta koju moramo odrediti. No, ona se najjednostavnije odreduje, da se
2
izvr$i specijalizacija za jednakostrani¢ni trokut, za koji je: P = #, a=b=cs=

3;“. Ako te vrijednosti uvrstimo u (7), tada slijedi da je k = 1, dakle naslu¢ujemo da je

(1) to¢no. No, ovu formulu ipak ne¢emo strogo izvoditi, jer ona spada u standardno
srednjoskolsko gradivo, i moZe se izvesti na vi$e nacina.
Napomenimo, da smo mi mogli ,,naslutiti da formula za povrSinu trokuta

1

izgleda npr. ovako P = k[(s — a)* + (s — b)*+(s — ¢)*)]z. No, to nije to¢no, jer bi
ve¢ za dva posebna slucaja kod odredivanja konstante k vjerojatno dobili razli¢ite
vrijednosti, a to bi bila kontradikcija, dakle ova formula opcenito nema smisla.
Svakako, da bi mogli ispitati, da li postoje i specijalni slu¢ajevi za ovaj oblik formule.

Izvedimo sada formulu za povrsinu trokuta kao funkciju duljina visina. Ako je
h, duljina visine na stranicu duljine a, itd.,..., tada je P = %aha = %bhb = %chc, a
odatle slijedi

2P 2P

2P
a—a,b—ﬁ,c—hc. (8)

Vidimo, da nam ove zadnje jednakosti sugeriraju uz uvazavanje (2), da bi formula za
povrsinu trokuta pomoc¢u duljina visina mogla biti u obliku

1
P =k[(hg! + Ry +h; ) (Rt + RT=RZY (RS + R =Ry D (Rt + Ryt —RZD)] 2

9)
2
Ako opet uzmemo, daje a =b = ¢, onda je P = afi h,= h, =h, = az—‘/?

Uvrstimo li te vrijednosti u (9), tada dobivamo da je k = 1, dakle sada naslu¢ujemo da
je to¢na ova formula

1
P =[(hg" +hy +he D)yt + R —hg ) (Rt + hg' —hy ) (hgt + byt =R D] 2.
(10)
A sada dokaZimo (10). Naime, ako (8) uvrstimo u (2), tada dobivamo da je (10)
to¢no. Nadalje, vidimo da vrijede nejednakosti
hy' 4+ hot > byt hot + hgt > byt bt 4+ hpt > hCT
koje bas i nisu evidentne bez slijedece analize.
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Naime, uvedimo veli¢inu s;, ¢ija je recipro¢na vrijednost jednaka poluzbroju
reciprocnih vrijednosti duljina visina, tj.

sit =5 (hat + hyt+hcY), (11)
tada pomocu (10) i (11) dobivamo vezu
1
e o L —
P=[sit(sit —ha)(sit —hpD)(sp' —hD] % (12)
a odatle se lako dobije modificirani oblik
1
P =[(hg®+hy*+h;?)?* —2(h* + Ky* + hH] 2 (13)

Analogoni relacijama: od (4) do (6), osim (5); sada za duljine visina vrijede
ekvivalencije:
P>0) = (hyt+hzt>hyHOAMZ Y +hzr > hy DAz +hy > k1Y),

(P=0) = ((hy =0)V (h, =0)V (h. = 0)), (14)
PeR)e ((hyt+h;t<hyHY) vzt +h;l<hyHv (gt +hyt <hi1)).

Dakle, evivalencija
(P=0)o ((hy " +hi'=hg)V(hi' +hg' =hy YV (kg ' +hy' =hZ 1),

ako formalno gledamo, bi trebala odgovarati ekvivalenciji (5). No, to nije istina, jer bi
tada iz (5) slijedilo da je P = oo, a mora biti P = 0. Prema tome je jasho, da duljina
bilo koje visine mora biti jednaka nuli, da bi trokut degenerirao u duzinu, tako da mu je
povrsina jednaka nuli, dakle (14) je toc¢no.

Konaéno, izvedimo formulu za povrsinu trokuta kao funkciju duljina njegovih
tezi$nica uz uobicajene oznake. Naime, ako pogledamo (3) i (13), tada je logi¢no da
o¢ekujemo, da trazena formula ima oblik

1
P=k[(tZ+t} +t3)? -2t +t; +tH]> (15)
Svakako, da ¢emo i ovdje izvrsiti specijalizaciju a = b = ¢, pa dobivamo da je
av3 . a’y3

tg=tp =t;=—= 1 P=—=a pomocu tih vrijednosti iz (15) dobivamo k = 1/3.

Dakle, heuristickom metodom dobivamo da je
1

P =2[(t2 + t} +t2)2 — 2tk + tf + )] (16)
Da bi (16) strogo dokazali, tada se moramo prisjetiti, kako pomocu
kosinusovog poucka mozemo dobiti, da su kvadrati duljina tezi$nica:
t2 =5 (2b% + 2 — a?), tf = 1 (2¢* + 2a% — b?), t? = (2a? + 2b% — c?). (17)
Iz tih relacija dobivamo, da je:
a? = %(Ztg +2t2 —t2), b? = %(Ztcz +2t2 —t}), ¢? = %(Ztg + 2t2 — t2).
(18)
Sumiramo li jednakosti (18), tada dobivamo da je
a?+ b2+ 2 =2(t2 +t} +1t2). (19)
A ako te iste jednakosti kvadriramo i zbrojimo, tada nakon sredivanja (ispis je malo
duzi) slijedi
at+ bt ot =T (td+ tf+ ), (20)
Uvrstimo li (19) i (20) u (3), tada dobivamo (16).
Jasno je, do po analogiji (2) i (3) iz (16) slijedi
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1 1
pP= 3 [(ta +tp )ty Fte —t) (e Htg — ) (e +tp — tc)]z- (21)
Nadalje, ako sa s; oznac¢imo poluzbroj duljina tezisnica, dakle s; = %(ta +t, +t), i
ako to uvrstimo u (21) dobivamo formulu

4 1
pP= E[St(st —ta)(s¢ — tp)(s¢ — t)]2 (22)
Vidljivo je, da iz (21) slijede nejednakosti t, +t. > t,, t, +t, > tp, t, +tp > t..
Za ovaj slucaj vrijede analogne ekvivalencije kao (4), (5), (6).

Sada ¢emo kumulirati formule: (1), (12), (22) u jednu, koja ¢emo zvati
Kumulativna formula za povrSinu trokuta. Analogno ¢emo napraviti i S modificiranim
formulama: (3), (13), (16). No, da bi do navedenog dosli moramo prije dati jednu
definiciju o oznakama veli¢ina trokuta i definirati jos tri funkcije.

Definicija 1. Neka su A, B, C vrhovi AABC; a4, by, ¢; duljine stranica nasuprot
tim vrhovima; a,, by, ¢, duljine visina iz tih vrhova, i konacno as, bz, c3 Ssu duljine
tezisnica iz tih vrhova.

Definirajmo jednu dobro poznatu i jo§ dvije nove funkcije:

Definicija 2.
-1,x<0
sng:R - {—1,0,1}; sng(x) =4 0,x=0.
1, x>0
Definicija 3.

e:{1,2,3} » {-1,1}; & = (-D'L; (i = 1,2,3).

Definicija 4.
K:(123) - {133}
K; = (4-3 (2—1'))(—1)“5719 (1_i),(i = 1,2,3).

Kumulativna formula za povrsinu trokuta moze se napisati u obliku

P=K[s (s —a;)(s;" — b;) (s} — Cigi)]%, (23)

gdjeje s/’ = %(af" + b;' + ¢;"), ili u modificiranom obliku
P =—K[(@ + b + ¢/ —2(a/* + b + cffi)]%; (24)

dakle povrsina je funkcija: duljina stranica za i = 1, duljina visina za i = 2, duljina
teZisnicaza i = 3.

Primjenimo izvedene formule na tri problema.

Problem 1. [zracunajmo P,tg,ty, t.,hy, hy, h.; ako je a= 2\/5_, b=

24/10, c = 2v13.
Rjesenje. 1z (3) slijedi
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1
P=1[(?+b%+c?)? —2(a* +b* + cHp = = 14,
aiz (17) je, t2 = %(sz + 2¢? — a?) =...41,1j. t, = /41. Analogno dobivamo, da je

t, =26 it, =+/17. Nadalje je h, =%P= =1—E, odnosno h;, =\/%i h. =%.

Problem 2. Izracunajmo P, ako je t, = V41, t, =26 it, =V17.
1

Rjesenje. P = %[(tg + tg +t2)2 —2(tk +t) + t?)] E=...=14, S§to smo i
ocekivali zbog P1.

Problem 3. Izrac¢unajmo P, ako je h, = % ,hy = % ih. = %.

Rjesenje. 1z (13) slijedi
P=[(ha?+hy* +h;?)? —2(hg* + Ry* + hoh)] 2=
1

-

5 10 . 13)\? 52 102 132\%] 2
- [(14_2+14_2+14_2) _2(144 Tt 144) ] = =14
a i to smo oc¢ekivali.

Sada dolazimo do jo$ jedne formule, koja je ,,sli¢na“ Heronovim formulama.
Naime, ako je trokut zadan s duljinama polumjera njemu pripisanih kruznica, tada je
povrsina trokuta dana s formulom

14 ,.—1)2 -1 4 .12 1 —1y2) -1, —-1\*
PGt +n ) + ot 2+ ()| - 2|t )

1

2
7+ D + (ra_l + rb_l)4]] . (25)
Da bi dokazali (25) koristimo dobro poznate formule:
P _r _PF . _P 26)
r_s'ra_s—a'rb_s—b' Tc_s—c' (

gdje je r duljina polumjera trokutu upisane kruznice, dok su: 7, 7, 7. duljine polumjera
trokutu pripisanih kruznica. Dalje, pomocu navedenih formula lagano dobivamo, da je
rl=r 47+ 7Y P = [rrynr,, apomoéu njih dolazimo do trazene formule.

Problem 4. Ako su duljine polumjera pripisanih kruznica trokutu dane s:
14 14 14

~ Ssi04vIs' b T EyI0i3’ € T VBHvI0—Vis
tada trebamo naci povrsinu P.
Rjesenje. Ako te vrijednosti supstituiramo u (25) dobivamo da je P = 14. No,
to je istina, jer pomocu: a = 2v/5, b = 2v/10 i ¢ = 24/13 ; smo veé dobili P = 14, a
takoder mozemo dobiti i (27), ako primjenimo (26).

T, (27)

Napomena 2. Razmatranje bi mogli prosiriti tako, da s a4 , by ,c4 0znacimo
duljine simetrala kutova trokuta. Znamo da vrijede formule
\[blcl((b1+c1)2—a%) \/clal((c1+a1)2—b12)
= 1] b4 = ] c

b1+C1 c1+a1

\[albl((a1+b1)2—clz)
a1+b1 '

4

Qg
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Mozemo dokazati da formule tipa (23) i (24) za duljine simetrala kutova trokuta ne
vrijede. Naime, ako je i = 4, tada mozemo pokazati da za &4, = %1 veli¢ina K, nije
konstanta. To je najjednostavnije napraviti, tako da najprije uzmemo posebni slucaj
a; = by = ¢; (trokut je jednakostrani¢an) za koji nademo K, zatim uzmemo drugi
slutaj a? + b? = c? (trokut je pravokutan), te za njega nademo K. Vidjet ¢emo, da ta
konstanta u ova dva slu¢aja nema istu vrijednost, dakle formule tipa (23) i (24) nije
moguce opcenito prosiriti na duljine simetrala kuta.

Nakon ovih razmatranja mozemo postaviti dvije, ¢ini se ba$ ne jednostavne,
hipoteze, koje bi se mogle razmatrati.

Hipoteza 1. Ako su ay ,bs ,cs duljine simetrala kutova trokuta, tada ne
postoji formula

1 a
P =2 Ky[(@” + b7 +c3")? = 2(ay” + b7 + 6P
gdjeje K, =const i pg=1 za p,q € Q.

Hipoteza 2. Ako su as , bs ,cs duljine polumjera trokutu pripisanih kruznica,
tada ne postoji formula

1
P = ZKS[(aép + bép + cép)2 — Z(agp + bgp + cgp)]
gdjeje Ks = const i pgq =1 za p,q € Q.

q
2

b) Generalizacija u smjeru Kumulativne formule za povrsinu tetivnoga poligona

Sada ¢emo napraviti poopéenje Heronove formule u drugom smjeru pomocu
heuristicke metode za op¢i tetivni poligon. Strogi dokaz te formule se odnosi samo na
trokut 1 tetivni Cetverokut, onda dokazujemo, da ona opcenito ne vrijedi za ostale
tetivne poligone.

Konaéno ¢emo formulirati na§ problem, i do¢i do vjerodostojne hipoteze, koju
¢emo onda dokazati matematickom indukcijom.

Hipoteza o povrsini opéeg tetivnog poligona. Neka je zadan tetivni n-terokut
(n = 3), ciji su vrhovi desno orijentirani i nalaze se u tockama: Ay, A,, ..., A,. Njegove
duljine stranica su a; = |4;4;41;i =12, ...,n—1; a, = |4,,A1]; te je poluopseg

Sp = %(al +a, +..+a,), (28)
tada je povrsina toga poligona dana formulom
1
180° 24 2
B, = (cth) [(:—2)” ST (Sp — A1) " e (Sp — an)] . (29)

Napomena 3. Formulu (29) céemo zvati Kumulativna formula za povr§inu
tetivnog poligona, ako je n € {3,4}, koju mozemo jos pisati i u oblicima

1
P; = %[(a% +aj +a$)? — 2(af + a3 + a3)]?,

1
P, = [(a% + a% + a% + aﬁ)2 — 2(a‘f + aé’ + a§ + aﬁ{) + 8ajayasa,]?, (30)

1
4
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zavisno o tome da li se radi o trokutu ili tetivnom cCetverokutu. Pokazat ¢emo da za
slucajeve n > 4 ta formula opcenito ne vrijedi, dakle nije heronskog tipa.

Napomena 4. Pravokutnik je tetivni Cetverokut, i ako su mu duljine stranica a i
b, pa mu je tada povrsina P = ab. No, tu formulu mozemo dobili, ako u (30) uvrstimo
daje a;=az=aia; =a4=>h.

Izvod hipoteze. Polazimo najprije od pravilnog n-terokuta, ¢ija je povrSina
dana s
) .

P, = %ctg %, (31)
gdje je a; =a; i = 1,2,...,n. Pokusajmo sada naci jo$ koji posebni slu¢aj. Neka to
bude, kada poligon degenerira u duzinu; a to zna¢i da mu duljina polumjera opisane
kruznice tezi u beskonaénost; naime, neka je a, + a,+...+a, = a4, a odatle je, jer
smo uvazili (28), s, —a; = 0. Zbog toga posebnog slucaja povrSina poligona je
P, = 0, pa ocekujemo da se u formuli pojavi razlika s, —a; = 0 kao faktor.

Budu¢i, da formula ne zavisi o tome, kako smo oznacili duljine stranica, onda

to povla¢i, da ona sadrzi i faktore S, —ap, S, —asz,..,S, —a, , a odatle
zakljucujemo da naSa formula sadrzi produkt
Pn = (Sn —a1)(Sp —a2) " o." (Sp — ). (32)

Uvazimo li napomenu o dimenzioniranju, onda je jasno da je dimenzija od p, dana s
[p,]1p = L™, no znamo da mora biti
» [P] = L2 (33)
Malo se podsjetimo Heronove formule za povrsinu trokuta, sada u novoj
oznaci,

1
) P3 = [s3(s3 — a;)(s3 — az)(s3 — a3) ]2, (34)
gdje je s3 = 3 (aq + a; + a3) i formule za povrSinu tetivnog ¢etverokuta dane u
obliku

1
) Py = [(s4 — a1) (54 — a2)(s4 — a3)(s4 — a4) ]2, (39)
gdje je s4 = 5 (a; + ay + a3 + a4) . Evidentno je, da se (34) moze dobiti i iz (35), i to
tako da trokut shvatimo kao degenerirani ¢etverokut, kada mu je duljina jedne stranice
jednaka nuli (npr. a, = 0).
U formulama (34) i (35) se pojavljuje drugi korijen, pa pretpostavljamo da i

nasSa formula mora biti u obliku
1

Pn = [f(ali A2 ey an)pn ]Ev (36)
gdje je f(aq,ay, ..., a,) homogena i simetricna funkcija, ali takva da je
[f (a1, az, ..., an)]p = L7,

jer tada vazi (33). Nasluéujemo da je f(aq,ay,...,a,) = ks, (k = const.) te iz
(36) slijedi da je

1
P, = [ksy™"py I2. (37)
Dakle, u (37) trebamo jo$ odrediti konstantu k. Da bi nju dobili napravimo
specijalizaciju a = a; = a; = -+ = a,,, prema tome radi se o pravilnom n-terokutu,

kod kojega je
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=1na, p, = an, (38)

dakle vrijedi (31). Ako (38) i (31) supstituiramo u (29) dobivamo da je
1

2 4 —N (n_9\n 2
e ctg —180 [k na (=27 a"] ,

Sn

4 2n
A 80 n—2
a odatle je k = ctg? — (n_z)n ,
Prema tome dosli smo do vjerodostojne Hipoteze o povrsini opceg tetivnog poligona.
Pokazat ¢emo da ona opcenito ne vrijedi.
Sada ¢emo najprije dati dvije posljedice dane hipoteze.

pa (37) poprima oblik (29), jer smo uvazili (32).

Napomena 5. Ako je n = 3, tada iz (29) slijedi Heronova formula (34), jer
smo uvazili daje ctg60° =+/3/3.

Napomena 6. Za n =4 iz (29) slijedi formula za povrSinu tetivnog
&etverokuta (35), jer smo uvazili daje ctg45° =1.

Napomena 7. Ako je n =5, tada iz (29) slijedi

Py = (ctg36°) [ (55 — a1)(ss — a2)(ss — ag)(ss — ag)(ss —as)| . (39)

Moramo pokazati da ova formula opcéenito nije tocna za op¢i tetivni peterokut,
no u nekim slucajevima ona je dobra aproksimacija, §to mozemo provjeriti upotrebom
programa GSP ili nekog drugog (Maple V, Mahtematica,...).

Dokaz da hipoteza ne vrijedi za n = 5. Navedenu formulu ne znamo izvesti,
ali ¢emo je provijeriti za tetivni peterokut A; ... Ag Koji je prikazan na slici 1., gdje je

a;=a;=a3=1,a4 =as, (40)
s
A g
B
s
A Ay
Slika 1.
a Cetverokut A1A2A3A4 je kvadrat. Nadimo a4 . 1z slike 1 se vidi, da je.
2 2
[A1S]| = |45S| = — Dalje dobivamo da je a, = |A445| = \/G) + (‘/77— %) ili
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. a, =as = 4‘22“? = 0.5411961. (41)
1z (40) i (41) dobivamo
55 = T2 = 2.0411961 (42)
Supstituiramo li (40),(41) i (42) u (39) slijedi
P =1.10113. (43)

Na drugi nacin dobijemo P direktno iz slike 1, dakle potpuno to¢no ili

priblizno; ako izvrSimo korj enovanje rezultat ovom metodom je
Po=1+21- 1 =32 _ 1035534, (44)
Lako provjerimo, da se rezultati (43) i (44) razhkuju za 0.002423...(relativna greska je
oko 0.2%) a to i nije ¢udo jer smo Koristili formulu (39) gdje je realizirano 17 visih
operacija, koje su mogle napraviti navedenu gresku, pa bi i dalje mogli vjerovati da je
upotrebljena formula mozda potpuno to¢na, jer je nismo strogo dokazali. Sada ¢emo
jednom strozom analizom to negirati.
Ako se bavimo sa zlatnim rezom i konstrukcijom pravilnog peterokuta, tada

dolazimo do relacije sin36° = %\/ 10 — 2v/5, a odatle je

o 5—V5
ctg36° = /—3+£. (45)

Supstituiramo li sada vrijednosti:
_ VA-2v2 p 3+«/‘
=*——Ps =

a;=a; =az=1,a4 = as i (45);

u (39) vidimo da formula nije to¢na, jer lijeva strana te jednakostl ne sadrzi /5 , a
desna ga sadrzi (postoji barem jedna kontradikcija), dakle formula (39) samo priblizno
izraCunava povrsinu.

Dokaz da hipoteza ne vrijedi za n > 5. Znamo, da je implikacija istinita, ako
iz istine injedi istina Nadalje neistina je da iz istine slijedi neistina, i istina je da iz

Analizirajmo sada formulu (29) Naime, dokazali smo da je ona neistinita za
n = 5. Pretpostavimo sada, da (29) vrijedi za n = 6. No, poligon za n =6 moze
degenerirati tako da duljina jedne stranica bude jednaka nula, a to znaci da bi (29)
trebala vrijediti i za n =75 S$to nije istina. I na osnovu ovih razmatranja mozemo
matematickom indukcijom pokazati da (29) ne vrijedi za n > 5, pa bi time hipoteza
bila u potpunosti dokazana.

Iz mnemotehnickih razloga, sada na kraju ispiSimo sve formule heronskog tipa:

1. Heronova formula kao funkcija duljina stranica trokuta;

= [s(s — a)(s — b)(s — O, (46)

gdja su: a,b,c, duljine stranica trokutaa s = —a+§+c

1
P =7[(@® +b? +c?)? - 2(a* + b* + 2.

. (46) se moze pisati i u obliku
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2. Heronova formula kao funkcija duljina visina trokuta;

P =[sit(sit = haD)(sit = Ry (sit = h7D] 2 (47)

gdje su: hy, hy, h,, duljine visina trokuta; a s;! = %(hgl + hy1+h D). (47) se moze
pisati i u obliku
1
P =[(hg?+ hz? 4+ h;®)? — 2(hz* + hy* + hghH)] 2.

3. Heronova formula kao funkcija duljina teZisnica trokuta;
1

P = g[st(st - ta)(st - tb)(st — tc)]f, (48)

. .. e 1 .
gdje su: t,, tp, t.; duljine teziSnica trokuta; a s; = 3 (t, + tp, +t.). (48) se moze pisati
i uobliku

1
2

P=2[(t2 + 1t} +2)? — 2(td + tff + tH] "

4. Kumulativna formula za povrsinu trokuta

P = Ki[so (s — af) (5 — BEOGsE — c)F, (49)
gdje je: s, = %(af" + b;" + ¢;'); i = 1 radi se o duljini stranica, i = 2 radi se o duljini
visina, i = 3 radi se o duljini tezi$nica; gdje je }

g = (_1)i+1'Ki _ (4 . 3sng (z_i))(—l)l-sng (1—1').
(49) se pise i u obliku

&
1 ) . ) ) ) 1
P = = Ki[(af" + b7 + ¢/ = 2(a]" + b + ¢;*)].

i i

5. Formula kao funkcija duljina polumjera trokutu pripisanih kruZnica;

-1 4 .—1)2 -1 4 .—1y2 1 —1)2) -1 —1\*
PGt +n ) + 0t D2+ ()| 2|t )

N =

G D) 4 (7t + rb‘l)ﬂ] : (50)

gdje su: r,,7,,7. duljine polumjera pripisanih kruznica. Ta formula nije formula
heronskog tipa, premda je njoj ,,slicna“.

I na kraju napomenimo, kada je u pitanju trokut, da (50), ako uvazimo vezu
r~t =171+ 71,1+ 11, mozemo pisati i u obliku

_1 5
P= [(ra_l +ry 1) rarbrc]z.
6. Kumulativna formula za povrinu tetivnog poligona za n € {3,4}
1
180° "2, 2
P, = (ctg =) [Zmst ™ (s = a) v (50 — @) (51)

gdje su: a4, ay, ..., a,, duljine stranica i s, = %(al + -+ a,). (51) se moze pisati i u
obliku:
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1 1
P; = Z[(a% +aj +a$)? — 2(af + a3 + a3)] 2.

1
P, = [(a% + a% + a§+a§)2 —2(af + a + a} + +a?) + 8a,a,a5a4]2.

AN

Zakljucak. Svrha ovoga clanka je, da se prezentira heuristika (grc., nauka o
metodama istrazivanja novih spoznaja) ili ars inveniendi (lat., umijece naslucivanja),
koja ima veliku vaznost u matematici, ali i u drugim naukama (fizika, kemija,
biologija,...). No, u matematici zakoni dobiveni heuristickom metodom moraju biti
potvrdeni jos strogim teorijskim dokazom, koji direktno ili indirektno slijedi iz
postavljenih aksioma za konkretnu matematicku granu. Medutim, uvjetno receno, U
drugim naukama zakoni dobiveni tom metodom se prihvacaju kao pravovaljani nakon
konacnog broja empirijakih provjera, osim u onim dijelovima fizike koji su aksiomatski
izgradeni (klasicna mehanika, mehanika neba, specijalna teorija relativnosti, ...).
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