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Dragoljub MiloSevié

Gornji Milanovac, Srbija
e-mail: dramil947@gmail.com

Sazetak: U ovom radu dajemo pet raznih nadina rjeSavanja jednog zadatka o
pravilnom 18-ouglu.
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trouglovi, sinusna teorema, adicione formule, Ptolemejeva teorema.

Abstract. In this paper we give five different ways to solve a problem on regular
18-gon.
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Rjesavanje zadataka na razli¢ite na¢ine omogucava iskazivanje svog naseg bogatstva
ideja, dosjetki 1 inventivnosti. Uporedivanjem tih nacina moze se ustanoviti koji je od njih
kra¢i, efektniji, elegantniji.

Ovdje ¢emo prezentovati nekoliko nacina rjeSavanja sljedeceg zadatka namijenjenog
mladim matemati¢arima srednjoskolcima: U pravilnom osamnaestouglu AgA; ... Ay7 vazi
jednakost

ApAs  ApA,
AgAs  Agd,
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Prvi nacin. Uvedimo sljedec¢e oznake: AgA; = a, AgAy = b, AgA3z =c, Agdy =
d, AgAs = e, AgAg = f, AgA; = g iAyAg = h. Tada navedena jednakost postaje
e b
ik 1. (1)

Centralni ugao nad stranicom pravilnog osamnaestougla je 360°:18 = 20°, a
odgovarajuéi periferijski ugao iznosi 20°: 2 = 10°. S obzirom da je spoljasnji ugao jednak
centralnom uglu, tj. 20°, to je unutrasnji ugao pravilnog 18-ougla jednak 180° — 20° =
160°.

Primjenom Ptolemejeve teoreme na tetivni Cetverougao AgA,AsAqg (slika 1), dobijamo
AoAs - AyArg = AgAy - AsArg + AyAs - AgAyg ili eh = be + ch, 1.
h(e — ¢) = be. (2)
Sada pokazimo da je

3)
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Produzimo dijagonalu A;gA1; = d do tacke P tako da A, P = A1419 = b. Kako je
<A16ApA1o = 60° (periferijski ugao nad tre¢inom kruznice opisane oko pravilnog 18-
ougla), Aj3A1ll A1gdg 1 ApAig = A19A12= b, zakljuCujemo da je Cetverougao
AgAipAi2A1¢ jednakokraki trapez. To znadi da je <AjgAipdie = 120°, pa je
<PA;;A;0 = 180° — 120° = 60°. Budu¢i da je A;gA;; = A12P = b i <PAj3A;19 = 60°,
proizlazi da je trougao A;yPA;, jednakostrani¢ni, pa je i <A;gPA;; = 60°. Imajuéi u vidu
da je <A3A4pA16 = 60° = < A;gPAy; i AP Il AypA,, zakljuéujemo da je Eetverougao
AgAi,PA ¢ paralelogram. Zbog toga je h = AgAig = A1gP = A16A12 + AP =d + b,
tji.h = b +d. 1z jednakosti (2) i (3) slijedi (b + d)(e —c) = be, §to je ckvivalentno s

trazenom jednakoséu (1).

Drugi nacin. Na dijagonali AyA4s = e odredimo tacku B tako da AsB = A4, = ¢
(slika 2).

Slika 2

Tada je ApB = e — c. U jednakokrakom trouglu A,AsB je <A,AsB = 20° (periferijski
ugao nad devetinom kruznice opisane oko pravilnog 18-ougla) i < BA;As =< AsBA, =
(180° — 209):2 =807, pa je u trouglu AyA,B: < AyBA, =180° —80° = 100°,
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< BApA, =30° i < AyA,B=180"—(100° +30°) =50° Trouglovi AyA,B i
ApAq9Ays su sliéni, jer imaju jednake uglove, pa je

A()BZA15A10 = AOA2:AOA10, ili (e - C): e=>b:h ) tj. h(e - C) = be.

Otuda, zbog (3), slijedi (b + d)(e — c) = be & =— g =1, 1. (1).

Treéi nadin. Primjenom sinusne teoreme na trougao AyA,B (slika 2), imamo

e—c _ sin509 .. . AsA; sin400 By
= ——p00- "imjenom te teoreme na trougao A AzA; je Aods = 5300 Sada dobijamo

e—c d sin50°  sin40° . 0 . 0 0 0

b ’ ¢ sin1000 ’ sin300 ° Odane! Zbog sin40” = Sln(go 50 ) = c0s50", formule za

sinus dvostrukog ugla (sin2x= 2sinxcosx) i sin30° = % slijedi

e—c d _ sin50° cos50° B
b ¢ 2sin50°cos500 1
2

1z ove jednakosti i jednakosti (3) lako dobijemo Zzeljenu relaciju (1).

Cetvrti nadin. Ako primjenimo Ptolemejevu teoremu na tetivni &etverougao
AgAyA4A5 (slika 3), imamo
de = bc + bg . 4)

Slika 3
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Sada pokaZimo da vrijedi jednakost
bg = cd. ®)
Na osnovu sinusne teoreme je
bg = 2Rsin20° - 2Rsin70°, (6)
gdje je R polupreénik kruznice opisane oko pravilnog 18-ougla.
Primjenom trigonometrijske formule
sinx - siny = %(cos(x —y) —cos(x +y)),
dobijemo
sin70%sin20° = 2 (cos(70° — 20%) — (70° + 20°))
= %COSSOO
= sin30%sin40° ,
pa iz (6) slijedi
bg = 2Rsin30° - 2Rsin40° = cd, tj. (5).
1z Jednakosti (4) i (5) dobijemo

de =bc+cd © de—bc=cd /:cd

@g— = 1,1j. (1).

als

Peti nacin. Kako je
b = 2Rsin20°, ¢ = 2Rsin30°, d = 2Rsin40° i e = 2Rsin50°,
zadana jednakost (1) je ekvivalentna sa

sin50° sinZOO_
sin300  sin400

tj. sa
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5in50°sin40° — sin20°sin30° = sin30°sin40° . @)
Primjenom formule (6) imamo

1 1
sin50°sin40° — sin20°sin30° = 5 (cos10° — cos90?) — 5(605100 — c0s507)

1
= 5005500

= 5in30°sin400°, tj. (7).

Ovim je dokazana postavljena jednakost (1).
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