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YBoa

Y oBoM ce pany 0aBMMO KOHCTpYKIMjaMa BHIIEAMMEH3MOHATHUX oO0jekarta. [lox
KOHCTPYKIMjOM CE€ YOIIIITe MOoApa3syMeBa HH3 IpaBuUiIa HAa OCHOBY KOJHX C€ OJ] 3alaTHX
eneMeHara qoOuja oOjekar ca 3afgatuM cBojcTBUMa. OBje ce pagu O TEOMETPUjCKUM
KOHCTpYKIHjamMa Koje Imojipa3yMeBajy ojipehrBame 3a1aTor 00jeKTa MO0JI0kKajeM Y 3aaTOM
TeOMEeTPHjCKOM TmpocTopy. OBe KOHCTPYKIMje H3BOAMMO Yy peanHoM EykimmoBom
npocropy R" (umu E"); y masbeM TekCTy ce OBaj MpocTOp 03HauaBa M ca N-TIPOCTOP.
I'eomerpujcke KoHCTpyKIMje cy ce mo Eykimay w3Bomwie y 2-mpoctopy (paBHH) U
nojipasymMeBaie cy rpaduuko nmperoyaBame paBHHX (DUrypa Koje ce M3BOIM IMIECTapOM H
nemupoM. OBaj ce 3axTeB M JJaHAC TOJpa3yMeBa, HaKO KOHCTPYKIMja MOApa3syMeBa HH3
npaeuia. [lonoxaj TpaskeHe Gurype ce ycrnocTarsba y OJHOCY Ha Heke yTBpheHe durype y
3a7aTOM TpocTopy. To MoXe OMTH U KOOPJMHATHH CHCTEM MPOCTOpa y KOjeM ce U3BOJU
KOHCTpyKIMja. Ha Taj HauMH ce KOHCTpyKIHja NPEHOCH Y TIOJpyYje aHaIUTHUKE
reometpuje. Kopucrtuhemo u taj mMeron. Y OBOM paxy ce TOBOPH O KOHCTPYKIIHjaMa
¢durypa y npoctopuMa TpH WIH YeTHPHU TUMeH3Hje. [ paduduko npenoyaBame OBUX GuUrypa
je jemnHo Moryhe KOHCTpYKIMjaMa BUXOBUX MPOjeKIja Ha paBaH WK 3-nipoctop. OBxe
he To, umak, OMTH MpojeKIHje Ha paBaH. 3a OBAaKaB HAuYMH NpepovaBama Kopuctuhe ce
padyHapcKH MporpaMy M padyHapcka rpaduka Koja ce y OBOM pajly Mokaszalia Kao BpIIo
eukacan Meroa. OCHOBHHU MPOTpaM je ypaauo caM ayTop.

OcHoBHa ¢urypa on Koje ce Mmojia3u y CBHUM KOHCTpyKLHMjama je 4-Kouka WiH y
[InedpmujeBoj ozuauu moymron {4,3,3}. Jlpyra ¢urypa y pemociiely KOHCTpyKiuja je 4-
MOJIUTOIT {3,4,3}. OBlie je Taj TOJMTON W3BEIAEH AYTOPCKOM KOHCTPYKIIMjOM KoOja je
OlMCaHa W JIOKa3aHa, W IPEJCTaBJba IEHTPATHO MecTo y paxy. Om oBor monurora
nobujeH je I'oceToBOM KOHCTPYKLHUjOM 4-ITOJUTOM {3,3,5}; 0Ba KOHCTpYKLHja je, Takohe,

JIeTaJbHO OMHUCaHa U Joka3zaHa. Of mojauTona {3,3,5} ce MHBEP3UjOM Y OJHOCY Ha cdepy
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(4-chepy) mobmja mommTOI {5,3,3}. CBe KOHCTPYKIHjE Cy HIyCTpOBaHE IETaJbHUM
rpadMUKUM MpojeKLrjaMa, ITO YUTAOLY OJIaKIIaBa MpUXBaTame Gurypa 4-mpocropa.

1. Onurre 0 MOJUTONNMA

VY JKeJbU J1a TeKCT O KOHCTPYKIHjaMa MPaBWIHUX 4-TIoJHTONa OyAe JOBOJHPHO MOTITYH
Tj. ma Oyze 3am0BoJbaBajyhe jacaH M YUTAOIy KOJH C€ OBOM IPHIJIMKOM IPBH IyT cpehe ca
MOJMTONKMMA MpocTopa nuMmensuje sehe on 3, nahemo Heke mpucTyIie JeUHUCAKY OBHX
o0jekara.

depunnnuja 1.
1° Caka tauka je 0-moauTor;
2° CBaka iy je 1-1mosmTorr;
3° Konsekcuu N-mojmron Eykiammosor mpocropa R" je yrmja Npi > n (n-1)-nonurona
TaKBHX Ja je cBaku (N-2)-mojuTon Koju onapehyje Heku ox (N-1)-nonuTona 3ajeIHUYKH 3a
TayHo 1Ba TakBa (N-1)-momurona. KoHauHa KOHBEKCHa 00JAacT N-MPOCTOpa OrpaHHYCHA
ckynom oBuX N1 (N-1)-nonuTomna ce, Takohe, 30Be N-MOIUTOIL.

Mpumep 1. Craku noaurox je 2-mosautor of Np.g > 2 nyu Npu 4eMy je CBaku Kpaj
nyxu (0-IToNMToI) 33jeJHIYKHY 32 TA9HO JBE JTYKU.

Ipumep 2. CBaku KOHBEKCHHU ToJHeAap je 3-monuTon caunmeH o1 Ns. > 3 monurona
TIpH Y€MYy je cBaka cTpaHHIa (1-MoNrUTOIT) OBUX MOJNIMTOHA 33j€HIYKA 32 TAYHO JBa TaKBa
MOJIUTOHA.

[pumep 3. Craku 4-mosuToI je o0sacT orpanuueHa ca Ny > 4 nmonuenapa npu uemy
je cBaka cTpaHa OMJIO KOT OJ1 OBHX MMOJIUEIapa 3ajeTHINYKA 3a TAYHO J[BA TAKBa MOJUEIPA.

Ha cnuyan HauwH MoTy ce JOOUTH S5-TIOJHMTONHU UTH. N-TIOJIHUTOIM. 3a/1aTe TauKe Koje
onpelyjy n-mosmuron 30By ce memeHa, 3amate yKH Ce€ 30BY usuye, 3aJaTH ITOJIUTOHH
cmpane, 3anatd nonueapu hemuje wutn. 3agati K-mommrtomu (K < n) ce, takohe, 30By
henuje. Heku ayropu u henuje 30By cTpaHe, a HEKH MX 30BY (aleTH.

OBa neduHuIMja je MHIYKTUBHA W aHAJIOTHA j€ MMO3HATUM Ae(UHHUIMjaMa MOJIUIOHA
W TIOJIMEIpa, T1a je TIOro/IHA 32 MPUXBATAME IT0jMa MOJIUTONA MO aHAIOTHjH.

Hedununuja 2. Cxyn Tagaka da ..., d Eyxiuposor npocropa R" je nmuneapno
p P
. i _ _ _ _ _
HE3aBHCaH aKo U3 jeJHAKOCTH Z}Lia =0u Zﬂi =0crmem 4, =2,=---=4,=0.
i=0 i=0

OBo je, y CTBapH, JMHEapHa HE3aBHCHOCT BEKTOPA TOJIOkKAja OBMX Tadaka y Mpo-
cropy R".

Jedununuja 3. Hexa cy &°, o', . . ., a” nesaBucue Tauxe npocropa R". Ckym cBux
Tayaka X = (Xl, Xy, Xn) KOj€ 33J10B0JhaBajy YCJIOB
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p ) p
x=>2xa', 4>0,i=0Lp; ) 4 =1

i=0 i=0
30B€ ce EyknnnoB OTBOPEHU p-CUMILIEKC UIIU KPATKO p-CUMILIEKC.

Mpumep 4. Cpaka tauka nyxu a’a’ memu Ty ayx y pasMmepd o : (1— a) , O0<a<l
Tj. BaKH (x—ao):(al—x)za:(l—a):(x—a°X1—a)=a(a1—x):>
x—ax—-a’+oa’ =ca' —ax = x=a"—ca’ +aa' = x=ca' +(1-a)a’,
ysumajyhu Ay =a u 4, =1-a,ciemn Ay + 4, =1.

IIpumep 5. 3a cBaky Tauky X TpoOyria a’a'a’® (2-commekca) MOCTOJH TadyKa X,
Ty KA a’a’ raxsa ma je X Tadka Iyxu ale (Cn. 1). Ha ocHOBY pumMepa 4. Baxu

a.2

Xy
Ca. 1.

x =oa' +(1-a)a’ u x=ga%+(1-p)x,.
U3 oBuX jeHakocTH criean
X = fa? +(1- f)oal +(1-a)a )= x = fa® + (1- Boa’ + (1- fY1l-a)a’ =
x=pa+(a—ap)a' +(1l-a—B+ap)a’.
Craspajyhn
h=l-a-p+aoff, h=a-af, L,=p

ciean
Xx=Y Aa'n h+A+h=1-a—B+af+a—af+p=L1.
i=0

0412 .
Hakie, cBaka Tauka Tpoyryia a a a° 3aJ0BoJbaBa ycioBe AeduHUNMje 2-cumiuiekca. Ha

0,147243 .
CJIM4aH HAYUH CC MOXKC IIOKa3aTh Aa TadKe TCTpacapa aaaa 3a10B0OJbaBaJy YyCJIOBE

neduHUIMje 3-CUMILIEKCa.

OBa aeduHMIIMja MOXKE OUTH OJf KOPUCTH y opehuBamky HEKUX YHYTPAIIbHUX Tauaka
henuja mMpaBUIIHUX MOJIUTONA 3HAYAJHHUX 34 FBUXOBY KOHCTPYKIIH]Y.

Axo ce y nepunnimju 3. yenos A; >0 samenn ca 4, 20 nobuje ce zameopenu

CHUMILJICKC.
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Teopema 1. OTBOpeHU U 3aTBOPEHN CHMITJIEKCH CY KOHBEKCHHU TMOJICKYTIOBU MTPOCTOpa
R".

p
Joxka3 . Heka cy a= Zla 2/1 =1lub= z,u, , Zyi =1 nBe mpom3BOJBHE

i=0 i=0 i=0
TayKe p -CUMILJIICKCA. HpOI/ISBOJLHa Tauka X # a, X # b AYXKHU ab , Kao 1ITO je pc€UcCHO,

umMa o0k X =ob+ (l— a)a , O<a<l. W3 o0BUX NPETHOCTABKU  CJIEIU
p .

X = Z au +(1-a)k)al . Kaxo je 1—a >0, 10 je onma ay; +(1—a)i, > 0. Jlako ce
i=0

Taga HOKaBy_]C Ja y3 HaB€ACHC HpeTHOCTaBKe BaXXH

Zp:(a,ui 1-a)i az,u, +(1- aZ;t a+(l-a)=1.

i=0
Hakie, Tauka X mpumaga [ -CUMILIEKCY. 0

3a 10Ka3 KOHBEKCHOCTH 3aTBOPEHOI CHMIUIEKca Tpeba naeuHMCATH KOHBEKCHH
OMOTay CKyIa, a 3aTHM JIOKa3aTH Ja je 3aTBOPEHU CUMIUIEKC KOHBEKCHH OMOTa4 CBOjHX
TemeHa. Kako ce y OBOM TeKCTy HE 0aBUMO OTIIIITOM TEOpHjOM
nojuroIa, TO hCMO KOHBCKCHOCT IIOJHUTOIIA Y3MMAaTHW HWHTYUTHBHO Y3 H3BCCHaA
obpasnoxema. ([lerasbHuje 0 KOHBEKCHOCTH BUCTH Y [2] ).

Hepunuuuja 4. Konagan ckyn K = {Sp}‘ OTBOPEHHX CUMILIEKCA KOJH HCITyHaBajy

YCJIOB: JIBa pa3/IMuUTa CHMIUICKCA HEMA]y 3ajeTHHYKHX Tadaka, 30BE CC CUMMIUYUJATHU
2eomempujcku Komniekc. AKO 3a CBaKd CHMILIEKC KOjU TPHIAJA KOMIUICKCY BaXH 1a U
CBaka merona hienuja mpurajga KOMIDIEKCY, OHJIA j€ KOMIUICKC NOMNYH.

Jepunuuuja 5. YHuja CBUX CUMIUIEKCA j€HOT KOMILIEKCA 30BE€ CE€ meno KOMIUIEKCa.
AKO je KOMILJICKC MOTIIYH, OH/Ia C€ HETOBO TEJIO 30B€ noaumon (oauenap).

OBakaB TpUCTYN Je(PHUHUCAKY IMOJUTONA 3aCHOBAaH j¢ HA KOOPAMHATHOM CHCTEMY
npocropa R", a je kao Takap aHAIMTHYKH.

Oga e¢uHMIINja TOUTOTA HHUje TOTO/IHA 32 pa3MaTpame MOJIUTONa y OBOM TEKCTY, Ia
ce Hehe kopucTUTH (HaBe[eHa je 300T IpoIIrpeka nojMa cuMiuiekca). Mmak, cuMrmiekcn
OBaKo JeduHrcaHu Ouhe 01 KOPHUCTH.

Cneneha nedunuiMja mojauTona je, Takohe, aHAIUTHYKA M KOPUCTH C€ y MHOTHUM
MaTeMaTHYKUM TeopHjaMa (Ha npumMep, y JInHeapHOM MporpamMupamy).

Hepunnuuja 6. Eyximnos nmomuron I, je orpannyeH ckymn tadaka umje Jlekaprose
KoOpaMHaTe 3310B0sbaBajy N, ; > N juHeapHUX HejeHauMHA
DX + DXy + -+ b X, by (k=12 N, )
YMjH CKYyNl pellieha HUje Mpa3aH W Ja Mel)y HejeHauMHama cUCTeMa HeMa CKBH-
BaJICHTHHUX.

AKo ce jelHa HejeTHAUYMHA CHCTeMa 3aMEHH oJroBapajyhom jegHaunHoM (Koja je Tajaa
jenHauYMHA XUIICPPABHH WA (n —1) -[IPOCTOpa), a OCTaJle HEjeJHaYNHE CHCTEMa OCTaHy
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HEeTNpoMemeHe aoduje ce (n —1) -nosuron II, ; 3a koju kaxxemo na je fieruja monurona
IT, . Axo ce aBe HejeqHauMHE 3aMeHe OAroBapajyhuM je-aHaunHama 1o0uje ce (n - 2)-

nosuron 11, 3ajennuuxu 3a Tauno aBa nonmurona 11, ; kojuma je To jenuHa 3ajenHnuKa

hemuja. Otyn je oBa AeuHUIN]a eKBUBaTIeHTHA AehrHUIIjH 1.

pumep 6. Cucrem HejemHaUNHA
2x-5y<1
—5x+2y<-13
X+y<11
onpehyje tpoyrao ABC koju je 2-onuromn (C. 2.).

Ca. 2.

AKo ce npBa HejeAHAUYMHA 3aMEHHU jefHauyuHOM 2X—5Y =1 nobuje ce xyx AB koja je 1-

noyuron u hemuja (ctpanmua) tpoyrna ABC. Ako ce um apyra HejeqHauMHa 3aMEHU
jenHaunHoM —5X+2Yy =-13 no6wuje ce Tauka A koja je 0-IONHUTON U 33ajeJHUYKA je 33 JBa

1-monurona 1j. nyxu AB u AC.

2. [IpaBHIIHOCT MOJIMTONA

Ilpe Hero mro HaBemeMo AeQUHHUIM]Y MPABUIHOT TIOJHUTOIA, IOJICETUMO CE
JeQUHUIMja IPABUIIHOT ITOJTUTOHA ¥ ITPABUITHOT TIOJIHE/IPa.

[IpaBuian moMMroH ce Ae(pUHHUIIE Kao IMOJIUIOH YHje CYy CBE CTPAaHHIIE jeJHAKE H CBH
yrioBH jemHaku. [IpaBuian monmenap ce AeUHHMIIE KAo MOJHMEAAp YHje Cy CBE CTpaHe
MOJTy/JApHY TPABWIIHU TOJMTOHU U CBH POIJHCBH TPABIIIHU WM TOJUEIAp YUje CY CBE
CTpaHe NMPaBUJIHM MOJUTOHU ca HCTUM OpojeM CTpaHHuIa, & CBU POTJbEBH UMajy HCTH Opoj
WBUYHUX YIJIOBA, Taja MOAYAApPHOCT CTpaHa cieau u3 AepuHUIMje, a NPaBHIHOCT
POIJbEeBa U3 MPABHIHOCTH CTPAHA.

VY pa3marpamy 0cOOMHA MPABUIIHMX TIOJIMEIApa POTJbEBU HUCY MojiecHU. (Bunetn y
[3] moka3 Teopeme 5.). Y ciyuajy monmTOna NpeAcTaBbjy jOII HEMOJAECHHUje (urype.
YMecTo porjbeBa Oulie OrofgHMuje yBECTH TEMEHY (QUTYPY.
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Jedununuja 7. AKo cpemuIITa CBHX HBHUIIA KOje¢ I0JIa3e M3 jETHOT TeMEHa IIOo-
aurtona [1, nexe y jennoj xuneppaBHu, Taga cy oBa CpeIyiITa TeMEHA (n —1) - MOJIUTOTA

KOjU Cce 30BE memeHa uzypa.

Ha mpumep, ako mma N takBuX mBuna (TemeHa ¢urypa 3-KOmKe je Tpoyrao, jep je
N = 3), WK ako CBa TEMeHa MOJIMTOIA JIeKe Ha ChepH U CBE MBHUIIE CY jeTHAKE.

Hedunnunuja 8. Ilomuron 11, je mpaBmian ako u camo ako Cy cBe merose henwje

MIpaBHUIIHE W KOJ] CBAKOT TEMEHA je MpaBIIHA TeMeHa Urypa.

W3 oBe medunuiuje cnemu na cy cBe henuje moaymapHe W CBe TeMeHe (urype
noaynapue. (Bugeru [5], 82'1).

Temene ¢urype Cy MorojHe U 3a 0O3HaYaBambe MPABHJIHUX MOJUTONA O3HAKAMa KOje
ce 3oy lllnednujere o3Hake 1 Koje heMO KOPUCTUTH y OBOM pajy.

3a mpaBuJIaH TOJIMTOH KOjU MMa [0 CTpaHHULA YBOAU C€ 03HaKa{p}. 3a mpaBuiiaH
moyMeaap O3HaKa je {p,q}, rae je {p} CTpaHa, a {q} temeHa ¢urypa. Kox oBux
nonutona Opoj (] o3HauaBa Opoj CTpaHa KOje OKPYXKYjy jeAHO TeMe Tj. T€ CTpaHe
oapelhyjy porasb ca (] MBMIA; y TOM Clydajy TeMeHa TeMeHe (urype jexe Ha UBHLAMA
oBor porsba. Tako je Ha mpuMmep {3,3} npaBuIaH TeTpaenap, {4,3} KOIIKa, {3,4}
NPaBUIHU OKTaenap, {3,5} NPaBUJIHKE UKOCAEap, {5,3} NPAaBUJIHK JI0JIEKAEIap.

3a npaBuiIHE 4-TIOJUTOIIE O3HAKE Ce JI0OMjajy JoJaBamkeM oIl jeqHor Opoja ' Tako
Ja je 32 BHUX O3HaKa {p,q, r}, MpH 4emy je {p,q} hemuja 3-momuTor, {q, r{ temeHa
¢urypa koja je Takohe 3-TIOIUTOII.

3. IIpaBUJIHM DOJTUTONH Up, fn, Pn

HajjemHocTaBHMjM TpaBUIHH MOJUTONH KOjH TMOCTOje y CBUM N -POCTOpHUMA CY:
NPaBHJIHNA CUMILUIEKCH, IPABHIHN KPCT MOJIUTOIH ¥ XMIEPKOIIKE.

Ha ocHoBy aeduHMIMje 3. CUMILIEKC ce MOXKEe CXBAaTHTH Kao yYHHUja CBUX AYXHd N -
mpocTopa KojuMa je jemaH Kpaj Owino koja yrBphjeHa Tauka N —mpocTo pa Koja He
npuUMazga XurneppaBHA (n—l)—chnJIeKca, a Apyrn OWJIO KOja Tayka TOT (n—l)—
CUMIUIEKca. YHHMja IyKH KOje CIajajy 3ajaTy Tadky ca Taukama (n—Z)—henHje TOT
(n —1)—chnJ1e1<ca je (n —1)—hen1/1ja N — cuMIuiekca utA. Jyxu Koje crajajy 3amary
Tayky ca TEeMEHHMa (n—l) -CUMIUIeKCa Cy WBHIE N — CHUMIUIEKCa. AKO Cy CBE HBHIIC

CUMILIIEKCA jeIHAKEe, OHJIA j€ CUMILICKC MTPaBUIIaH.
[IpaBunman N — CUMITIEKC Cc€ MOXKE€ KOHCTPYHCATH Ha pa3InduTe HadWHe. JemaH

HauuH OM OMO Ja ce MpaBUIHU (n—l)—CI/IMHJ'IeKC MOCTaBH TEXHUIUTEM (LIEHTPOM) Y

KOOP/IMHATHY MOYETAK TAKO Ja JIEKH y XUIeppaBHu opeleroj ca N —1 Bekropa cucrema,
Taga ce y mpaBily N —Tor BekTopa cuctema (y jEIHOM MM JIPYrOM CMEpY) MOXKeE

OJIPEIUTU TauyKa jeJHAKO yJaa’beHa OJ CBHX TEMEHa (n —l)—chnneKca. CrajameM Te

TayKe ca TayKama (n —l) — cuMInIekca 100u-ja ce N — cumrutekc. (Bumern Ci. 34, 35, 33).
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Yy z
D
C
X
o O=T
A O=T, B X A 7 B
Ca. 3; Ca. 3,

1-cumonexc AB u 2-cummuiekc ABC  2-cumrmuiekc ABC u 3-cummuiekc ABCD

Cn.35: 3-cummnexke ABCD u 4-cummnnexec ABCD

[IpaBunHu cuMILIEKCcH ce OOMYHO O3HauaBajy ca «,. Tako je &, Tauka, o, OyX,

a, =3}, a, ={3.3}, a, ={333} urn.

Hepununuja 9. Heka je I, momuron xummeppaBHM N —mpocropa M Heka MMa

,»TIPETIO3HATIBHUB  IIEHTAp Y KOOPAMHATHOM cucTeMy Tor N —mpoctopa. Heka cy, masbe,
3ajaTte JIBe Tauyke Yy pPasIMYUTHM CMEpPOBMMa N — TOr BEKTOpa CHUCTEMa Ha jeJHAKOM
pacrojamkby O KOOpAMHATHOI mHoyeTka cucrema. CrnajameM THUX Tayaka ca Tadkama

nonurona I1, , no6uja ce momuron N —mpocropa Koju ce 30Be Ounupamuoda. Iloauromn

Hn—l CC 30BC ocHO6a MUIIUpaMU/IC. 3az[aTe TA4Ke CC 30BY 6pxoeu JUIIUPAMUIC.

Nedununuja 10. Axo cy temena nonurona I, mocraBibena mo aBa Ha cBakoj ocu

KOPJMHATHOT cucTeMa N — IpocTopa y pa3inyiuTHM CMEPOBHMA U Ha jE€JIHAKOM PACTOjamby
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0l KOOPJMHATHOI MOYETKA, OHJAA Ce TaKaB IMOJUTOI 30BE MPABWJIAH KPCm TOIUTOIN W
obenexasa ce ca f3,.

JacHo je ma je uBHIa monutona [, jeaHaka pacTojamy TEMEHA OJl KOOPAMHATHOT

[OYETKA MOMHOXKEHOM ca v2 ¥ J]a MMa LEHTap y KOOPAMHATHOM ModYeTKy. Ha ocHOBY
nedununmja 9. u 10. B, je nunupamuza umja je ocuosa f, ;. OBaj ce

CJ'I.41
P nyx AB

Cnd,: ,32 kBagpat ACBD

C.]'I.43
[ oxraenap ACBDEF

nomuron f3, ACBDEFGH

3aKJ/by4aK MOJKE€ KOPHCTHTH y KOHCTpyKumju [, nomuroma. Tako je [, nayx,/f,
JUIpaMK/Ia YMja je OCHOBA IyXk, a TO je KBaupar, [, je Aunupamuia uuja je OCHOBa

KBaJpaT, a TO je OKTaexap {3,4}, p, je nunupamuia umja je ocHoBa okTaexap, uti. (Cin.
41, 45, 43, 4y).
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Ha OCHOBY IPETXOJHOT CC MOKC 3aKJbYUHUTHU A 3a MOJIUTOIT ﬂn HBUILIC V 2 , lbCroBa

TEMEHa IpEeJCTaBibajy NEepMyTalMje ca MOHAB/bAkEM YiIaHOBa N -TOPKU (0,0,---,l) u

(0,0,- . -,—1) Yy KOOpIMHATHOM cucTeMy N — mpocTtopa. bpoj TemeHa ce u3 oBOT 3aKJbydKa
MO3ZKE JIJAKO OAPCAUTH
] | An=1Nn
nt ool n-(n 1)':2n.
(n—1)t11 (n—-1)r1! (n—1)!

Ha npumep f, je okraemap umja cy temena (1,0,0),(0,10),(0,0),(-10,0), (0,-10),

(0,0,—1) ,auMa ux 6. [, nma 8 TeMeHa U BbUXOBE KOOPUHATE Cy
(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(~1,0,0,0),(0,-1,0,0),(0,0,-1,0),(0,0,0,-1) .

Bbpoj remena, npnma n ocranux henmja 6uhe ox 3Ha4aja 3a ocTale MOIUTONE Y 4-TIPOCTOPY

Kojuma ce 6aBumo, ma hemo oBe Gpojese onpenutu 3a S, u fB,. [, je npaBuinnu oraenap

KOju ©Ma 6 TeMeHa, 12 uBnna u 8 Tpoyraonux crpana. OBo ce Bpio jako yTBphyje. B,, Ha
OCHOBY TPETXOIHOT, MMa 8 TemeHa. JeqHo Teme 4-munupamujie ce craja ca 6 TeMeHa
ocHoBe [, ma TakBHX MBHIA MMa 6+6=12. [Topen oBux uBHIE ox S, cy u 12 uBnua ox

P ykymHo 24 wusuie. CBaka HMBHIA OCHOBE JMIIMPAMHIE CA j€JHUM FEHEHUM BPXOM
onpehyje Tpoyraony crpaHy, a Kako TaKBUX HMBHMIIA MMa 12, TO je OHAa yKymaH Opoj
Tpoyraonux crpana 24. OBom Opojy Tpeba momatu U 8 cTpaHa OCHOBE, Ma je YKyIHO 32
TpoyraoHe crpaHe. CBaka cTpaHa OCHOBE AWIHpaMuze onapehyje ca BpXOoM TeTpaeaapcKy
henujy; ykymHo je onma 2'8 = 16 terpaenapckux henmja. YoOuuajeHe 03HaKe 3a TEMEHa,
usuue, henuje nomurona cy Ny, N, N,, N;,---. OBe o3nake hemo n yOynayhe xopuctutu.
Hakne, 3a S, je Ny=8 N, =24,N, =32 N; =16.Kopucruhemo u OjnepoBy popmyry
NpUMEmeHy Ha N —rmowuTorne, KOjy hieMo cMaTpaTH OIITe-MO3HATUM  TBphemeM
Ny =N, +N, = +(=1)"" =1-(-1)". 3a 4-nonurore jerana N, — N, + N, =N, =0.
3a S, je nako yTBpAMTH 1a Baxku §-24+32-16 = 0.

3a Ham npobieM Haj3HauyajHUja QUrypa je XMIEpKOLKa MM 4-KOolKa WId ), , 1a
heMo HaBecTH jeHY HeHY KOHCTPYKIIH]Y Koja hie yOyayhe Outu HajnoroaHuja.

Nepunnuuja 11. 1°I[y>1< YHjU CY KpajeBU TayKe (0,0,~--,0) u (1,0,---,0) je jenu-
HAYHA |-KOIKa y KOOPAMHATHOM CHCTEeMy N — mpocTopa. 2° Tpaucnanujom (n—l)—
KOIIKE y TIO3UTUBHOM cMepy N — TOT BeKTOpa cucTema IykuHe | mobuja ce jomr jeqHa
(n—l)—KouKa. CnajameM cBUX ojaroBapajyhux Ttadaka OBHX JBejy KOIlaKa JIy)KUMa

no0uja ce N — KoIKa Wi ), .

OBa neduHMIM]ja je MHAYKTHBHA Tj. TpAaHCIALKjOM AYKU ce 100uja KBagpaT Wiu 2-
KOIIKa, TPaHCIALWjoM KBaapaTa ce AoOuja 3-kouka (oOMYHA KOLKa), TpaHCiIauujoM 3-
KoIke ce n1obuja 4-xorka ura. (Ci.5.) 4-xouxa wm y, uma lllneduijeBy o3naky {4,3,3} .
W3 nedunummje, Takohe MHIYKIM]OM, CJIEIU Aa CYy KOOpJMHATE TeMEHa jeIUHUYHE N —
KOIIKE CBE BapHjalldje ca MoHaBJpambeM N -Te kiace oj enemenara 0 u 1. bpoj Temena
jenHak je 6pojy oBux Bapujamuja 1j. 2" .
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Ca.s5

Pasmotpumo moce6Ho hemmje 4-korke. Ha ocHoBy mperxoHor 4-korka nma 2* = 16
TEMEHa. Y3uMajyhu onmTeno3HaTuM TBpheme na 3-kouka uma 8 TeMmeHa, 12 uBuna u 6
cTpaHa, MokeMo onpenutu opojese henmja 4-korke. Kako 3-korka nma 8 TeMeHa, To oHza
4-xorka ¥Ma 8 WMBHIA KoOje clajajy olromapajyha TemMeHa oBe 3-KOIKE U HCHE CIHKE
noOujeHe HaBeJAGHOM TPAHCIAIMjOM M Kako 3-Kouka MMa 12 WBHIlA, TO je OHJIA YKyNaH
Opoj uBHIa 4-kouke 8+12+12 = 32. Crake aBe oAroapajyhe crpaHe oBUX JBejy 3-KoIlaka
onpehyjy 4 kBaapaTHe cTpaHe 4-KOIKe, a Kako MMa 6 OBaKkBMX IIapoBa, TO OM OHJA
Tpebano na OBakBMX CTpaHa 4-kouke uma 64. Melytum, cBaka uBHUIlAa 3-KOIKE je
3ajeJHUYKA 3a JIBE CTpaHe, I1a je ¥ CBaKa 0/ OBUX KBaJpaTHUX CTpaHa 4-KOIKE ypauyHara
JIBa TyTa, IaKJie, OBAKBHUX CTpaHa MMa JBa IMyTa Mame Tj. 12. CBaka on 3-Koraka uma 1o 6
CTpaHa, 11a je OHJla YKynaH Opoj KBajpaTHUX cTpaHa (2-henuja) 4-kouke 12+6+6 = 24.

Csake nBe oarosapajyhe crpane mojnasHe 3-KOLKe U BbeHe ciuke oapelyjy jeany 3-
KOIIKY ¥ KaKO OBaKBHX IapoBa UMa 6, TO OHJIa y3 MoJIa3Hy 3-KOIKY U HeHY CIIHKY 4-KOIIKa
uma 6+2 = 8 3-xouaka (3-henwmja). Ilpema tome, N,=16,N, =32, N, =24, N;=8.
Jlako ce mpoBepaBa 1a je 'y OBOM ciry4ajy 3agoBosbeHa Oj-nepoBa popmyna: 16-32+24-8
=0.
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4. UnBep3nja NpaBUJIHUX NOJUTONA

W3 reometpuje 2-mpoctopa (paBHH) TO3HATO j€ J1a ce TpaHcdopMarrja HHBEp3Hja y
OJTHOCY Ha KPyT K(O, I‘) neHUHUIIE Kao MpecirKaBame Koje cBakoj Tauku P # O paBuu
Kpyra K(O, I’) npuapyxyje tauky P, tako ma tTauke O, P, P, nexe Ha jensoj mpaBoj u na
paxu OP -OP, =r”. IlpaBa kpo3 P mopmamma ma OP ce 30Be momapa moma P, u

00pHyTO mpaBa kpo3 P, Hopmanua na OP je mo-mapa moma P. Ha ciwuuan HauwmH ce

neduHIIIE UHBEp3HWja Y oqHOCY Ha chepy (xumepcdepy), camo mro Tpeba mojaMm paBHU
3aMEHHUTH N — IPOCTOpOM. Y TOM ciy4ajy mojiapa je XuieppaBaH.

Y reoMerpuju TpaBIIIHUX TOJHTONA C€ OOMYHO TocMaTpajy Tpu cdepe (xu-
nepcdepe): ynucana, onucana, u chepa cpenuna. Chepa cpeauna je chepa koja caapxu
CpEIUILTA UBUIIA TIOJUTOIIA.

AKO ce y CpemuIITHMa WBHUIA MPAaBHIHOT IMOJUTONA KOHCTPYHUINY TaHTEHTE Ha
chepy (xumnepcdepy) cpeanHa HOPMaIHE HA MBHIE TOT TOJIUTOINA, OHIA CE TC TAHI'CHTE
CeKy y Taukama Koje Cy TeMEHa Jpyror MPaBUIIHOT TOJIUTONA 3a KOjU KaXeMO Ja je
ungepsan MpBoM. TeMeHa OBUX MOJIMTONA HUCY WHBEp3HE Tauke Beh cy TemeHa jemHor

TIOJIOBH  XUTIEPPaBHU (n —1)—hen1/1ja npyror u o0OpHyTOo. MlHBEp3HE Tauke Cy TeMeHa
jemHor u omrosapajyhu meHTpu (n —1)—C(bepa OMKCAHUX OKO (n —1)—hem/1ja JPYTOT.
[Ipema Ttome, mommrTom oxapeheH cpeaumTIMA (n —l)—hennja JEeTHOT TIPABUITHOT

TIOJIMTOTIA j& ’heMy HHBep3aH NpaBwiHu monutor. Oba 3akipyuka Ouhe kopuirheHa y oBoM

pany.
WHBep3HU MONUTONH MMajy OOpHYT pemociien henwja u TemeHMX Qurypa T1j. 3a

{p, q, r} WHBEP3aH je {I‘, g, p}. Ha ocnoBy lllnednujeBux o3HaKa MPaBHIHUX MOJIUTOIA
qHje CMO KOHCTpyKuMje 10 caga omucamn o, = {333}, f, ={3,3,4}, 7. =14,33}
3aKJbydyjemo na ¢y [3, M J, WHBEpP3HH MOJUTOIHM, JOK je &, caM cebHM MHBEp3aH, y
CTBapu jeJHOM (X, UHBEP3aH je IpyrH, Takohe, .

[Topen oBuUX MpaBWIIHUX 4-TIOJMTOMNA IIOCTOj€ jOII TPW MpaBUIIHA KOHBEKCHA 4-
MOJIUTONA; {3,4,3}, {3,3,5} u {5,3,3}. Takohe, mocroju jomr jgecer NpaBUIHUX 4-

MOJIUTONA KOJU HUCY KOHBEKCHHU. TO cy 3Be3/ia MoJuTonu. Mu ce ’bHMa OBOM TPUITHKOM
Hehemo OaBuUTH.

5. O nojMy KOHCTpyKLHje
[Tos KOHCTPYKIMjOM C€ Y OIIITEM Cy4ajy Nojpa3yMeBa HU3 MpaBHiia M0 KOjuMa ce
oIl 3amaTux oOjexara jJ00Mja TpakeHH oOjexaT ca 3amaTuM ocoOuHama. OBaj OIIITH
mpUCTyn heMO Cy3UTH U MPUIArOIUTH MOTUTONHMA.
JMedunumuja 12. Ilog KOHCTPYKIMjOM TOJMTONA Iojapa3syMeBa ce ojapehuBame

MOJIOkKAaja HerOBUX TEMEHa M MBUIA Y MUHHMAaJIHOM N — IpocTopy KOjeM Npumnaja, a Ha
OCHOBY 3aJlaTUX €JeMeHara.
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Ilon momoxkajeM TeMeHa MOApasyMeBa CE BE3aHOCT 3a HEKH YTBpHeHHW o0Ojekar
npocropa. Ha nmpumep 3a JlekapToB mpaBOyriv KOOPAMHATHH CUCTEM TOT IpocTopa. Mu
heMO KOHCTpyKIMje TOMEHYTUX NOJHMTONA HM3BOAMTH (Heke cMo Beh u3BOOMIHM) Y
JlekapTOBOM KOOPAWHATHOM CHCTeMy. VIBuIle ce MOTy OJpeiuTH Ha OCHOBY HHUXOBHX
Oy>XKWUHA Y OJTHOCY Ha 3a/laTy jeIMHUYHY Ay BoJehn pady-Ha Kako ce 3aCHHBA PacTOjame
y oxrosapajyhem N — mpocropy.

Jedunumnuja 13. [log KOHCTPYKIMjOM MPOjEKIMj€ 3a1aTOT TOJIUTONA MOApa3yMeBa
ce oapehuBame MpoIopa CBHUX MpaBUX Koje ¢y y oapeheHoMm MeljycoOHOM OTHOCY U KOje
caap)ke TeMEHa TOT IIOJIMTOIa Kpo3 HEkH onpeheHm mormpocTop (XumeppaBaH) N —
IIPOCTOpa Y KOjeM Ce Taj MOIUTOIT Halla3H.

Kako mpojexnuje mBuna nehe uMatu mcTe Oy)KWHE ca MBHIAMa OpHTHHAaNa, To he
Iy’KH TIPOjeKIHje Koje MpeCcTaBbajy UBUIIE OMTH ofpeljeHe nmpeMa TeMe-HUMa OpHTHHAA
moapa3dyMmeBajyhm ma ce TpojeKnujoM ycrmoctaBiba 1-1 mpecnukaBame. Mu  hemo
KOPHCTHTH MapalelHy NpojeKIHjy Koja UCIyHhaBa OBaj ycioB. bumo 6u mobpo kaj 6u To
IpEeCINKaBamke MPEBOAMWIO Pa3InuUTa TeMEHa y pa3nuuuTe Tauke. OBO ce BPJO TEIIKO
TIOCTIKE; WIaKk Moryhe je ako ce mpoje-KIrjcKa XHAIeppaBaH MOToAHO n3adepe y oIHOCY
Ha TIOPOjEKIMjCKH 3paK. 3a KOHBEKCHE 3-ToyuTore (MOJMeNpe) MOXKE ce JO0Ka3aTh
tBpheme: IlocToju paBaH Ha KOjy ce MOXKEe IPOjEKTOBAaTH KOBEKCAH IMOJIMEAAp TaKO Ja ce
JIBA WJI BUIIIE TEMEHA HE TIPOjeKTYjy Y jeAHy TauKy | Jla Ce HUjeJHa CTPpaHa He MPOjeKTyje
y nyx. IlpernocraBuhemo na oBakBO TBpheme Bakw M 3a mojurore N — mpocTopa mpu
demy je N> 3. U3 oBUX HAIOMEHA je jaCHO Jia Ce MPOjeKIHje CIOKEHHjHX MOJIUTOIA
TCIIKO MOT'Yy HM3BECTU KIACHMYHUM TCEXHUYKHUM CPEACTBHUMA. OBe 3axTeBe je Y HEKUM
ciydajeBMMa Moryhe MCIYHWUTH padyHapCKUM MporpaMuMa O KojuMa heMo TOBOpUTH y
OBOM TEKCTY.

6. Koncrpykuuja moaurona {3,4,3}

AKO HEKH TOJHMTOI WMa ,,JIPEMo3HATIFUB IeHTap (IleHTap OMHCaHe WU IICHTap
yrnucane cepe uiam chepe cpeanna), ouna hemo yoynyhe Ty Tauky 3BaTH ILEHTAp WU
CPeIUIITe TIOJIUTOTA.

Teopema 2. (ocHoBHa) Cpenuiura 2-henuja (yoyayhe kpaapara) 4-Kolke Cy TeMEHa
HPaBUJIHOT TIOJHUTONA {3,4,3} .

HMoxa3s. Hexka je 3amara 4-xorka E1E,EsE4FoF5 - (Con. 6). Kako cy uetnpu uswuie 4-
KOIIKE KOje MMajy 3ajelHHYKO TeMe Mel)ycoOHO HopMaiHe, TO Cy OHJa M PaBHU CBHUX
KBajgpaTa oxpeheHux ca Mo JBe o7 OBHX MBUIA MelycoOHO HOpManHe. TakBuX KBajapara

Tj. KBajpaTa ca 3ajelHUYKUM TEMEHOM HMa 5 =6. YounMo TakBe KBaJpare ca
3ajeqHHYKMM TeMeHoM E;. HacnpamHa TemeHa 3ajeJHUYKOM TEMEHY Yy JiBa TaKBa

KBaJpaTa KOjUMa j€ 3ajeJHHYKO TEME je JWHa 3ajelHUYKa Tadyka Cy JUjaMeTpaHO
CYIIPOTHE TauKe OBe 4-KOIKe.
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Ca. 6.

Heka cy to xBamparu E,E;E3E, u EjF,F3F,; macnpamra temena temeny E; y oBum
KBazpaTuMa cy perom Tauke EsuFs. Jlyx EgF; je raBHa mujaronana 4-koike u MpeyHUK
4-cthepe ommcane oko 4-korke. Cpenuinra kBaapara E.E,E3E, u EjF,F3F, Tauke Ay u My
onpehyjy cpeamwy nunujy Tpoyria EsE;Fs, na je myx AgM, jeanaka nonoBuHu ayxu EsFs.
Kako je nonymnpeunuk 4-cepe onricane oko 4-KOIKE jeHAaK HEHOj WBHIIM, TO j€& OHJA
oyx AoMp jenmHaka MBHUIM KOIIKE.

[To3nato je, Takohe, 1a je aujaroHajia MPaBUIHOT OKTaeIpa YIHCAHOT Y 3-KOIKY
jenHaka wBHIM Kouke. [Ipema Tome, Tauke Ao U My MOTy OUTH TeMeHa MPaBHIHOT
OKTaeJ[pa YIHICAaHOT y 3-KOIIKY Koja npumaaa oBoj 4-kouku. OcTania 4eTupH KBaapara Koju
canpke Teme E; nMajy 1o jeaHy 3ajeJHHYKY CTpaHMIy Ca CBaKMM O] OBa JIBa KBajpaTa.
Pacrojama cpeaminTa Ba KBajpaTa 3-KOLKE KOjH MMajy 3ajeJHHYKY CTPAHHMILY jE€AHAKO
je TONOBMHM BHUX0Be AujaroHane. Kako je ¥ MBHIA MpaBHIIHOT OKTaenpa yImucaHor y 3-
KOILIKY jeZIHaKa MOJOBMHHM JMjaroHalie CTpaHe, TO Cy OHJa CpeAMIITa OBa YETUPU KBaapaTa
TeMeHa MpaBWIHOr oktaeapa. To je Ha Ci. 6. okraecmap AgA,AsMBsB,. Jlakie, ako
MOCTOjH TPaBHJIaH 4-MOJUTON KOME Cy OBE Tauyke TeMEHa, OHJa meropa 3-hemuja mopa
Outu mpaBmwiaH oktaedap. llocTymak MOXXeMO HAacTaBUTH Jlajbe OKPYXKyjyhu KBajapar
E.E,E3E, kBagpaTiMa Koju ca BUM MMajy camMo 33jeIHUYKO TeMe. Y OUMMO TaKaB KBaJpar
E.G3G,G;. Cpenuiite Tora kBajapara Tauka Ng je Teme apyror okraeapa. Ha nctu HaunH
Kao y IPeTXOIHOM cllydajy J00Hjajy ce jOIl YeTHPH TeMEHa OBOT OKTaeapa A,, Az, Bz u
B,, na je u npaBuiHM okTaenap AoA;AszNoB3B, moryha 3-henuja npasunHor 4-monuTona.
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W3 oBe KOHCTPYKITHj€ j€ jaCHO J1a OBa JABa OKTaeapa MMajy 3ajeIHUIKY TPOYyTraoHy CTPaHy
AoA3Bz. Ako Ou moCTO0jao jolln jeaH OKTaemap KOju cajapxu crpaHy AgAszBs, oHma Ou
EETOBO TEME HACIPaMHO TEMEHY Ay MOpAJO Jia MpHIaja KBaJIpary KOju ca KBaJpaToM
E.E;EsE, uma camo 3ajemnmuko Tteme E,, mro je Hemoryhe jep mpeMa MpeTXOJHOM
MOCTOjU CcaMO jeljaH TakaB KBaJparT.

[Ipema TOMe, 3ajeHMYKa cTpaHa JBa OKTaeapa AgAAsMoBsBs 1 AgAA3NB3B;
mpurmaga camo muMa. HactaBspajyhu oBaj moctymak 3a Temena E; u E; moOujajy ce jom
JIBa OKTae/pa ca 33jeIHUIKOM CTPAHOM.

Ksanpar E,E,E3E, je 3ajennuuka cTpana nBejy 3-komaka. HacipaMHu kBajpaTi OBUX
konaka kBanpary E E,E3E, umajy cpenuinra Ha pacrojamy o1 Ag jeJHAKOM UBHUIU KOIIKE,;
Ha Cn. 6. To cy Tauke Bs m As. Cpemuiura ocrammx CTpaHa OBE JIB€ KOIKE Ipema
Mmo3HaToM TBphewmy M3 reoMerpuje 3-MpocTopa MPelCTaB/bajy TEMEHa JBa IpPaBUIIHA
oktaezapa. To cy oktaempu AgA1ArAzAsAs 1 BoAiAAzA4As (Cit. 6.). Y3 KOHCTpYKIIHje
je jacHo ma okrtaeapu AoA1AAzAAs M AgAA3NgB3B, mmajy 3ajemHudky crpaHy
AoAsAza okTaenpu AgBi1B,B3BiBs u AgA4AsMoB3B, umajy 3ajeqauuky crpany AgBsB..
Taxohe, oktaenpu AgA,AzNgB3B, u AgB1B,B3B4Bs umajy 3ajenuuuky crpany AoBsB,, a
okTaenpu AgAsAsMoB3By 1 AgA1AAzALAs UMajy 3ajeTHUYKY cTpaHy AgAsA, Ha oBaj
HAYHWH je TeMe Ag OKPYKEHO ca IIeCT MPaBUIHUX OKTaeJapa Tako Jia je CBaka CTpaHa OBUX
OKTaezapa Kojoj je TeMe Ag 3ajeJHIYKa 32 TaYHO JIBa TaKBa okTaenpa. Hactapibajyhu oBaj
MOCTYNAaK 3a CpEeAMINTa OCTaIMX KBajapara, a HcKbydyjyhum Beh noOujeHe oktaenpe,
no0uja ce CKyIl OKTaeaapa TakaB Jia je CTpaHa CBaKOT OKTae[pa 3ajeJHMYKa 32 Ta4HO JBa
O]l IbHX, TIa TaKaB CKYI OKTaeJapa orpa-HiuuaBa jeJia Jeo 4-mpocTopa.

N/

/AN
N

1]

/P eN,
’/’ \ —

Y

h

—

Cn.7.: {3,4,3} yIucaH y 4-KOUKy {4,3,3}
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Jakne, oBako JOOMjEHU CIIEMEHTH TIPEACTaB/bajy IOJHMTON uHWje cy 3-hemuje
TIPaBUIIHU OKTaeApH, a 2-henmje jeqHakocTpaHWYHH TpoyrioBu. Kako je temena ¢urypa
MPABUITHOT OKTaepa KBaJpaT, U KakKo IIeCT MOBE3aHUX OKTaelapa OKpyxXKyjy Teme Ag, TO
Cy OHJIa U CTpaHHUIIC TeMEHHX (UTypa MOBE3aHEe TaKO Jia je CTPaHHIlAa CBAKOT KBaJapara
3ajeHUYKa 32 TaYHO JBa KBajpaTa, a Tako NoOujeHa Gurypa Moxe OUTH camo 3-KOIKa.
Ha Cx. 6 T0 je xomka AjA,A3A4B1B,B3B,. IIpema Tome, henmje modujeHor 4-noxurona cy
MPAaBUITHN OKTASAPH, a TeMeHe (Gurype 3-KoIke, 1a je Ha OCHOBY aehuHHIIMje 8. TOMUTOI
npasuwiad. Ha ocuoBy LllnedrujeBe o3nake 3a henujy {3,4}1/1 3a TeMeHy (Qurypy {4,3}

cnenu llnednujeBa 03HaKa 3a OBaj MOJIUTOI {3,4,3} . Kpaj nokasa. O

Kako 4-xorka uma 24 2-henuje (kBagpara), TO oHIa {3,4,3} uMa 24 temena. CBako

TeMe je 3ajeqHudko 3a 6 3-hemmja (oktaemapa), To Ou onnma hemuja 6umo 246, a kako 6
TakBHX Tadaka onpelyjy okraemap, To je oHma ykymaH Opoj 3-hemmja 24. Kako cBaku
OKTaegap uMa 8 cTpaHa, a yKymaH Opoj henuja moamromna {3,4,3} je 24, o 6u oHga
yKyIaH 0poj crpana Ouo 824, MeljyTum, cBaka CTpaHa je 3ajeJHIUKa 3a Ta4HO JBe henuje,
TO je oHAa Opoj CTpaHa NiBa MyTa MamH, Ia je yKymaH Opoj 2-henuja (cTpaHa) jeaHak 96.
Kako KoJ CBakor TeMeHa IOJIMTOIa {3,4,3} [OCTOj€ [Ba OKTaeapa KOjuMa je TO TeME
jenuHa 3ajeJHAYKa Tayka, a CBAaKU OJl lbUX MMa 4 MBHUIE KOjUMa j€ TO 3ajeJHUYKH Kpaj, a
OCTaJ ¥ OKTaeIpH IMOBE3yjy OBa IBa Tj. onpeheHu cy ca nBe WBHUIlE jeHOT U JBE MBHIIC
apyror, na Mel)y \uMa HemMa HOBUX uBHIA. [IpeMa Tome, 3a CBakO TeMe MOCTOjU 8 MBHUIIA
KojuMa je To jedaH kpaj. CBaka MBHIIA IOBE3yje JBa TEMEHA, Ma je yKylaH Opoj uBHUIA
8-24 .

——=96. Konauno, Ny, =24, N, =96, N, =96, N;=24. Jlako ce npoBepaBa 1a je

2

OjnepoBa opmyna 3agoBosbeHa: 24-96+96-24 = 0.

7. IloBe3aHO NHAEKCUPa-€ U OCTPABUBAK€ [1eJI0BA MOJUTONA

Ca. 8.

WBuie okTaenpa KoJ jeHOT TEMEHa Ce€ MOTY YCMEPHTH OJ TOI TEMEHa WJIM IpeMa
TOM TeMeHY. AKO Cy MBHIIE KOJl CBAaKOI TEMEHA OPHjEHTHCaHE TaKo Ja Of JIBE€ UBHUIIE KOje
MIPUIIa/Iajy UCTOj CTpaHM jenHa OyJie OpujeHTHCaHa OJ TEMEHa, a JIpyra rnpemMa TeMeHy, a
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Tajma cy HaclipaMHE WBHUIIC, Koje cy MehycoOHO HopMaHe, opHjeHTHCaHE 00€ WU O
TEMEHa WM TIpeMa TeMEHyY, OHJa Ce TakBa OpHWjeHTaIlja UBHUIIA OKTaeapa 30BE HOGE3AHO
unoexcuparbe oktaenpa. (Cim. 7.). CBaka cTpaHa OKTaelIpa je Tajga OpHUjEHTHCAHA WU
MO3UTHUBHO WM HETaTUBHO, IJIe-IaHO M3 CIIOJhAIIHOCTH OKTae[pa Ha BUJbUBE CTPAHE.
[MonuTomn {3,4,3} nuMa 24 henuje u cBe cy okraeapu. Caka CTpaHa OKTaeapa je
3ajeJHUYKA 3a Ta4HO JBa OKTaeqpa. AKO CMO HMBHILE jeJHOT OKTaeApa OpHjeH-THUCAIU Ha
MPETKOJHU HAa4YWH, OHJA 3ajeIHUYKA CTpaHa MMIDUIMIUPA OPHUjCHTUCAE WBHUIA JIPYTOT
3a/ip>kaBajyhu opHjeHTaIujy mpBor. 3ajeJHAYKa CTPaHa je 3a jelaH OKTaeaap MO3UTHBHO,
a 3a Jpyrd HEraTMBHO opujeHTHcaHa. OBakaB IOCTYNAaK OpPHUjEHTUCAA CE MOXKE
HAacTaBUTH OO0 TOCIEAmEr on 24 OKTaemapa ITOJMTOIA {3,4,3}. OBakBO OpHjEHTHCAHE

uBuua nonurona {3,4,3} 308e ce nosesano undexcupare nonurona {3,4,3}.

VY nobujamy MOMYNpPaBUIHUX IOJIMENApa c€ YeCTO KOPHUCTE OJCTPAmUBaba JIEJI0Ba
NPaBWIHUX MojHenapa. la oacTpamuBakba MOry OWUTH H3BEICHA Ha BHIIE HAuyUHA.
(Buneru [3], ctp. 42). Kox monuroma ce Ta OACTpamUBamba MOTY M3BECTH Ha CIMYaH
HauuH. JegaH HA4YMH TaKBOI OACTPambHBamka J€JI0Ba MNPABIIIHOI IOJHUTONA je JAa ce
OJICTPaHM CBaKa MHpaMHa YHja je OCHOBAa TeMeHa (urypa, a BpX oaroBapajyhe teme

HOJIUTOIIA; Taj TIOCTYIIAK CE 30B€ 3apyo/buearbe. 3apyOIbUBAKEM TIOJIUTONA {3,4,3} nobuja

3
Ce TMOJIUTON y O3HAIU 43 guje cy henmuje 24 xorke (TemeHe urype o {3,4,3}) u 24

KyOOKkTaemapa (ocTald OJf OKTaenmapa). 3a Haml mpoOsieM oBa ¢urypa Hehe OuUTH 0Of
moceOHOT 3Hauaja, Beh jemHa 4-durypa koja HacTtaje medopmaijom TemeHe Qurype on
{3,4,3}. Temena ¢urypa monurona {3,4,3} Ce MOXKE Ca IIECT JWjaroHajia CBOjUX CTpaHa

Pa3NOXUTH Ha je-JaH MpaBUIIHU TeTpaeqap Ydje Cy MBUIE TE JHjaroHalle U Ha YETHPH
NUpaMHUZIe 4Yuje Cy OCHOBE CTpaHE TeTpaeApa, a BPX OCHOBU HajOJIMKEe TeMe KOIIKE.
(Cn.8.). Ha ciiuim cy uBuile TeTpaeapa NpeacTaB/beHe HCIPEKUAAHOM JIMHHU]OM.

\/

Q

Ci 9.
8. ,,JlepopmMucann® kBaapaT M TeJI0 OCTATKA OKTaeApa

Hepununuja 14. Ako ce MBHIE NMPABUIIHOI OKTaeapa Iojene y pasmepu a.b y
cMepy JIOOMjeHOM TOBE3aHUM WHJICKCHPAEeM, OHJIA TIOJICOHE TayKe KOJI CBAKOT TeMEHa
oKTaeapa oapelyjy 3ameHy 3a TemeHy ¢urypy kojy hemo 3Batu ,,0eghopmucanu
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xeadpam. Jly)xh Koje clajajy HecyceaHa TeMeHa ,,JehopMHCaHOr KBaapara 3BahieMo
JjaroHae.

Hanomena: Axo je a:b =1, onna je To remena durypa okraeapa. Jepopmanmja ce
Moke objacHuTH Ha cienehm HaumH. KBampar ce pa3Byde y pom0, a 3aTUM ce paBaH
KBaJpaTa caBHje MO jemHoj mujaroHanu. Ha Taj HaumH ce mo0Hje MPOCTOPHH IOJIATOH.
Yoynyhe hemo peu nehopmucan nucatu 0e3 HaBOIHUKA.

Teopema 3. Ako ce y nedunuimju 14. uzabepe pazmepa

:1 (3maTHH mpecek),

OHJIa ce nobuje nehopMUCaHH KBaIpaT YMja je jelHa AujaroHaia jeHaKa CTPaHHIIH.

Joxka3. Heka je uBHIla paBUIHOT OKTaeapa jenHaka 1. AKo ce oBa jeIMHUYHA YK

:1, onpma je Behu neo 2 , a Mamkbu 3_75 Crpannna @,

MOJICH Y pa3Mepu

nedopMHUCaHOT KBajparta MpHIaga CTpaH! OKTaeaApa W CTPAHUIA je TPOyTia Ydje Cy IBE
J5-1 3-45
2 2

CTpaHuIle , @ yrao KOju 3aKJjarnajy je yrao CTpaHe OKTaeapa Tj. 60°.

Cu. 10;.

Ha Ca. 10;. To je na mpumep Tpoyrao AyC,Cs. KocunycHoMm TeopeMom ce 1o0uja:

2_(\/5—1]2 (3—\@}2 J5-1 3-45 o 28-1215
a =|—— | + -2 . -c0s60" =———.

2 2 2 2 4

alz,/ﬂe:(s_@)g.

Mama aujaroHasna aedopMHCcaHOT KBaapaTa je XUIIOTeHYy3a IPaBOYIJIor Tpoyria (Ha

Cx. 10; u 10, To je Tpoyrao A¢C;C,), unje cy karere , Jep cy HacmpamHE UBHIIEC

HOpMAJIHe, 11a je

105



MAT-KOL, XXIII (2)(2017) R.Dini¢

Ao C

Haxne, a, = d,. Kpaj nokasa. 0

Teopema 4. Ako ce o1 IpaBUITHOT OKTaeApa OJCTpaHe CBE MUPaAMUIE Yuje Cy OCHOBE
jeTHAKOCTPaHUYHH TPOYTJIOBH KOjU 4YWHE NeOpMHUCAHH KBaJpaT, Of OKTaelIpa OCTaje
TEJO KOje je TPaBIIHH HKOcaeaap.

Joka3. AKko ce of MPaBWIIHOT OKTaeapa OJICTPAaHE CBE MUPAMHJIE YHje CY OCHOBE
JEHAKOCTpAaHWYHU TPOYTJIOBH KOjU YHMHE Je(hOpMHUCAHU KBAAPaT, a TO Cy TPOYTJIOBU YHje
Cy JIBe CTpaHHIle CTpaHMIile aedopMucaHor KBaapara, a Tpeha Mama JujaroHaia, oHjaa je
TEJIO OCTaTKa OKTaeapa OrpaHudeHo U TM Tpoyriosuma. Ha Ci. 9; u 9, To cy ko Temena
Ao mupamuae AqCiC,C3 m AoCiCyCs. Kako okraemap mma miect TeMeHa, TOo he of
OKTaeIpa OWTH OACTpPamEeHO 12 TaKBUX MHMpaMHla, a TeJIO ocTaTka Oulie OrpaHUYEHO U
BUXOBUM OCHOBama Tj. ca 12 jelHaKOCTpaHUYHUX TPOyrioBa. OBUM OJICTPAHBAKEM O]l
CBaKe CTpaHE OKTaelpa OCTaje jeMHAKOCTPAaHHMYHU TpPOYyrao MOIyIapaH IPETXOTHUM
TpoyriosuMa. Kako crpana okraenpa uma 8, To he u oBux 8 TpoyriioBa OuTH cTpaHe Tena
ocrarka. Ilpema TomMe, Telo ocTaTka TNpaBHIHOT OKTaeApa je orpaHuueHo ca 20
jEeIHAKOCTPaHWYHUX TPOYIJIOBA. JaCHO j€ /1a Cy CBM MBHYHH YIJIOBU POrJhEBa TEJIA OCTATKA
jennaku (60°), a y3 Mano padyHa ce MOXKe [IOKA3aTH 14 Cy H CBH JMCIPH POrJbeBa jeIHAKH.
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Heka je je C,C,C3C4 nedopmucanu kBampar okraeapa va Ci. 103 Tpoyrmosu C;C3C,
u C,C3C, cy u cTpane Tena octatka okraeapa. Heka je tauka M nmogHoxje Hopmane u3 C,
Ha C;C;. Tama je M momnoxje HOpMmane u u3 C4 Ha C,C3. Yrao auenpa oxpeheHor oBum
ctpanama je yrao C,MCy = . Y tpoyriny C,C4M ctpanuiia vactpam yria CoMC, je CoCy.
Tauke C, u C, ce Hajmaze Ha HOpPMa-THUM HBHUIIaMa OKTaeApa AgA, u AgA, peaoMm Ha

pacrojamy on tauke Ag. Tama je |C2C4|=%-\/§. Heka je M; moanoxje

nopmaine m3 M Ha C,C,. Ta-ma je C,MM; jennako %, a Tpoyrao C,MM; npaBoyriu ca

MpaBUM yriom koj My, na je

1 1 \/_
Lo 0t 3 s s
Y f Vi, BB 6
2
[Ipema TomMe ¢ je yrao nuenpa HpaBI/IJ'IHOF ukocaenpa. (Bumeru [3], ctp. 13.). Tpeba

JI0Ka3aTd Jla ¥ CTpaHe Teja OCTaTKa KojuMa 3ajeIHMYKa CTpaHUIla HHje JWjaroHana
nedopmucanor kBaapara oipelyjy auenmap umju je yrao ¢@. Y TOM Clly4ajy yOUHUMO
tpoyrao AyAsC;. (Ci. 103.) U3 tpoyria AgA,C; ce KOCHHYCHOM TepeMoM 100Hja

AC,[* —{3 ‘/_J 2.2 2‘/— 00s60° =3-+/5 .
J5-1

Tana je |A2C1| = T 2. A3C; je xumoteHy3a npaBoyryior Tpoyria AgAsCi, na je

2
|A3C1| = 1*+ (S_Z\EJ = \/52—1 /3. Tana 3a yrao C;A,A3= y Tpoyria A,A3C; Baxku

AC, =[AA[" +|AC,] —2:[A,A-|AC,|-cosy
] 2

V2
W3 oBe jennaunHe cieau COSy = T

Tauka P uBune A,A; mobujeHa je momenoMm on A, mpema Aj Tj. TeMe OCTaTKa Telia
oktaenpa. C,C3P je ctpana cycenna ctpanu C,C3Cy. U3 tpoyria A,CiP crieau

IC,P|* =|AC,|" +|A,P|" —2-|A,C,|-|A,P|-cosy . lTame je
P - (\/_ 1\/—j (\/_ 1} 'ﬁz—lﬁ‘ﬁz—l.ﬁ

2 4
IC,P[’ {%} (2+1—1)=[‘/§T_1J -2:>|C1P|=‘/§T_1-J§.
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Hakne, pacrtojame m3Mmehy ciobomamx TemeHa TpoyraoHux crpaHa C,CP u C,C3Cy
je ucTo Kao u y mpBoM ciyuajy. OnpehuBame yria quenpa je ucTo Kao H 'y IPBOM Clydajy
U naje uctu pesyarar. [Ipema Tome, Tea0 ocTaTka OKTae/apa je mpaBuiIHU HKocaenap. Kpaj
JI0Ka3a. W

9. ,,Jedopmucana® xouka mosurona {3,4,3}

Teopema 5. Heka cy uBnie nonuromna {3,4,3} MOBE3aHO MHJICKCHPaHE U HEeKa Cy KOJ
CBAaKOT TEMEHa OJICTpPam-CHE NMUpaMUAe OKTaedapa Ha oCHOBY Teopeme 4. Tama je Temo
OCTaTKa jeTHUM AENIOM CadumbeHO of 4-¢urypa Koje Cy yHHje O IO TeT IPaBUITHHUX
TeTpaeaapa.

Ca. 11.

Jlokas. Heka cy mnue momurona {3,4,3} mMOBe3aHO MHIEKCHpAaHE M HEKA Cy KOJI
CBaKOI' TEMEHa OJICTPamEHE MHpaMHJIE OKTaenapa Ha ocHOBy teopeme 4. Kon jemsor
TEMEHa MOJIUTOoIa {3,4,3} MI0CTOj€ JIBE TPYyIIE OJ1 10 YETHPH UBHIIE TIPH YEMY CY UBHIIE Y

jenHoj rpynu Mel)ycoOHO HOpMasHe. Y jelHOj OJ THX Ipyla ce Haja3e MBMIIC Ha KOjuMa
cy Tauke Koje oapelyjy nujaronane aedopMucaHux KBajpaTa jeqHake cTpaHuuu. CBake

nBe uBHLE oapelyjy jeaHy nujaroHany, a Kako napoBa MBHLA UMa (ZJ =6, oHma uma u 6

nujaroHana. M3 cBake Tauke Ha MBHIIM T10JIa3€ TPU JHjaroHale, jep ako ce jenHa uzaoepe,
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OHJIAa OCTajy jOII TPH KOje c€ MOTY CITOjUTH ca m3abpaHoM TadukoM. Kako cy Tpu mBHIlE
MeljycoOOHO HOpMaJIHe, TO OHJIa HE JIKE Y UCTOj PaBHH, Ma HU HaBEJICHE JIMjaroHaJe HE
JIeKe y ucToj paBHH. Jlakiie, oBuX 6 nujaroHana onpelyjy npaBuian Terpaenap.

Ha Cn. 10. To je terpaemap C,C;D,4D,. MBune cy My mpejicraBbeHe Mo1e0JbaHIM
UCTIpEeKUIaHUM NTMHHjamMa. Ha wBHIlama w3 japyre rpyme Koje ¢y Ha Jpyrd HaduH
OpHjeHTHUCaHE TTOBE3aHUM MHJEKCHpameM Haase ce jour 4 Tauke. CBaKy UBHILY IMOJIUTONA
{3,4,3} OKPYKY]y TPH OKTaenpa, Ila M CBaKy O MBHIIA JAPYyTe Tpyme. 3ajeTHHIKEe CTpaHe
OJI TIO JIBa TaKBa OKTaeJpa CaJpike n3abpaHy uBHIly. TakBux cTpaHa, Takolhe, nMa Tpu. Y
CBaKoj OJ THX CTpaHa MOCTOjU je[lHa TauKa U3 IpBe TPpyIe Koja je Ha pacTojamy Of Tauke
Ha M3a0paHOj UBHUIM jeJIHAKOM CTpaHuIM AcedopmucaHor kBaapara. Jlakie, cBaka Tauka
W3 JIpyre Tpyme 3ajelHO ca TpH Tauke U3 MpBe rpymne (ctpanom Beh oxppehenor
TeTpaeapa) oxapehyje TmpaBuiaH TeTpaemap TOAyAapaH TeTpaenpy oapeheHom
IujaroHanama nedop-mMucaHux kpagpata. OBakBUX TeTpaelapa MMa YeTHPH H [TOBE3aHU
Cy ca TeTpae-ApoM IujaroHana (yoyayhe meHTpaIHHM TETPAaeApPOM) jeTHOM CTPAHOM.

JokaxxnMo 11a je yHHja OBUX TIeT TeTpaenapa 4-gurypa Tj. 1a OBHX 8 Tadaka He JiexKe
Yy HCTOM 3-TIPOCTODPY.

[IpermocraBEMO CympOTHO Tj. HEKA CBUX 8 Tadaka MPHUIIAAajy HCTOM 3-TIPOCTOPY.
Heka je menTpamau terpaenmap (TeTpaemap 4Ydje Cy WBHIE TUjaroHaie nedOopMUCAHHX
kBagpara) C;D,D4C3 (Ca. 12.) u meka ¢y C,D,D4Cs u C;D3D4C, TeTpacnpu koju pemom
MMajy 3ajeHUYKE CTpaHe ca IeHTpanHu terpaeapom C,D,C; u C,D4C; Hopmane u3
temeHa C, u D; oBa 1Ba TeTpaenpa Ha 3ajeHHYKE

Ca. 12.

CTpaHe ca IEHTPATHUM TeTpaeApoM Ipojase Kpo3 meHtpe (texumrTa) O; n O, cTpaHa
C.D,C3 u C,D4C;5 u ceky ce y uentpy (rexumry) O uentpansor rerpaeapa C1D,D,Cs, jep
Cy Cy cBa TpHW Terpaeapa y uctoM 3-mpocropy. Tama cy myxku O;D; m O,C, BucHHE

. 2
MPaBWIHUX TeTpaenapa jeHaKuX HMBUIA, Ma CYy HH-XOBE JYKUHE |OlD1| =|OZC4| =a 3

rae je amyxwuna umBuie. (Bumetn [3], ctp. 131). dyxku OO; u OO, cy monynpeuHuIn
ynucaHux cepa y MpaBUIIHA TeTpaeaap udja je JTyKHuHa
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1 /2 : 2 1_/2 5_ |2
Za\/; . Tana je |OD1|—|OC4|—a\/;+Za\/;—Za\/;.

Vrao koju 3akianajy oBe HopMalle je CyIUIEMEHTaH yrily ¢ Auelpa IpaBHIHOT TeTpaeapa

o _6_

2
Y 3a Taj yrao Baxku COS 5 = 3 \/; . Tpoyrao OC;D, je jenHakokpaku ca OCHOBHIIOM

C1D; u yrinom nacipam ocrosure 180%-¢. V Teopemu 3. IpeTmocTaB/beHo je 1a je HBUIA

. ) 5
okTaenpa 1, ¥ Jia je Taja MBMIA TETpaeapa jeJHaKa 2 (Bumetu Teopemy 3.), TO

je oHma

0
P _joc,)5in 8L =2 pc, |- z-ﬁﬁé-\ﬁ-sin(goo —ﬂJ
2 2 2 4 V3 2

|D1C4|=(3—~/§)'\/5'§-F-COS£=(3—~/§)-\/§-§-\F.\E= 5v2(3-/5 |
4V3 2 4\3V3 6
MebyTim, Tauke Dy u Cy Jieske Ha HOPMATHMM HBHMIAMa nomatona {3,4,3} a pactojarby

J5-1 . J5-1 .

> 0]l TeMEHa Ao, T1a je |D1C4| = — V2 . Jaxo ce MOKa3yje J1a OBE JIBE BPSIHOCTH
HUCY jenHake, ma tauke D; u C, He mpunanajy 3-mpocTopy Tadaka mpBe rpymne. M3 oBux
3aKJbydaka CJIeJH J1a je ¢purypa qo0ujeHa onuca-HuM MOCTYIKOM Y€TBOPOAMMEH3HOHAIIHA
¢durypa caraBjbeHa O0a S5 TpaBUIHHX Terpaedapa. OBy (GUICypy MOXEMO 3BaTH
»aeopMrcana“ Kolka WM 3aMeHa 3a TeMeHy ¢urypy. Kpaj nokasa. O

10. Moaunron I1{3,4,3}

Teopema 6. Heka cy uBuIle monurorna {3,4,3}HOI[€JL€HG MO 3JIaTHOM TMIPECEeKy Y
CKJIaJy ca IOBE3aHUM HHJEKCHPAmhEM U HeKa Cy KOJ CBAKOI TEMEHA OJICTPAmEHE CBE
nupamuze npema teopemu 4. Taza je Teno ocratka 4-moauron uuje cy henuje npaBuiiHA
MKOCACPH U TIPABUIIHU TETPAC/IPH.

Joxka3. Ha ocHOBY Teopema 4. u 5. ofcTpamuBameM mupaMuza a06mja ce 4-purypa
CayMm-eHa O] MPaBHIIHKUX MKOcaeaapa (OCTaly o/ OKTae1apa) U MPaBUIIHUX TeTpaeaapa Ha
Koje cy paszjioxeHe aedopmucaHe Koike (3ameHe 3a TemeHe ¢urype). Jokaxumo na je
CBaKa cTpaHa (TpoyraoHa) MKocaenapa WM TeTpaeiapa 3ajelHH4Ka 3a Ta4HO JBE O]l OBUX
¢urypa.

Kako je cBaka cTpana oxTenapa, koju je henuja ox {3,4,3}, 3ajeJHHYKa 3a TAa4HO JBa
OKTaezpa, TO je OHJAa M CBaKa CTpaHa HKocaelapa, JoOWjeHa Oj CTpaHe OKTaelpa,
3ajeJJHMYKA 3a Ta4HO JiBa HKocaespa. Ocrale cTpaHe uKocaeaapa cy OCHOBE OJICTPAmEHUX
nupamuaa. TakBuX cTpaHa uMa 12 3a CBako TeMe IMOJIM-Toma {3,4,3}, jep TeMeHa Qurypa

MOJIUTOIA {3,4,3} uMa 6 KBaJpaTHHX CTpaHa KojuMa oOAroBapajy 6 aedopmucaHuX

KBajpata AeGopMHUCaHe KOIKE KOjU CY CAUUELCHH OJ1 10 J[Ba jeHAKOCTPAHUYHA TPOYTJIA.
Cpaka TakBa CTpaHa je 3ajeJHHYKa 3a jeJaH MKocaeaap U jenaH terpaemaap Aedopmucane
korke. Ha oOCHOBy Jjokaza TeopeMe 5. cBaka CTpaHa  IIGHTPAIHOT  TeTpaemapa
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nedopMricaHe KOIKE TPHITazia joIl caMo jeaHoM Terpaenpy. [Ipema Tome, cBaka cTpaHa
WKOcaeAapa WK TeTpaeaapa je 3ajeJHHYKa WM 3a JBa MKOcaeapa WM 3a JBa TeTpaenpa
WM 32 jelaH UKocaeaap M jeJan TeTpaenap. M3 oBor 3akipydKa cieau 1a yHHja CBUX OBHX
MIPaBUIIHUX MKOCaeqapa u TeTpaeiapa orpaHndaBa jefaH jeo 4-mpocropa, ma je podmjeHa
4-purypa jeman 4-monumrom. 3-hemmje oBor modHWTONA Cy TPABWIHA HWKOCACIpH U
MpaBWIHK TeTpaenpu, a 2-hemmje cy jemHakocTpannuHu TpoyrioBu. Cee 3-hemuje oBor
MOJIMTOTIA Cy TIPAaBHIIHE, anu MelyycoOHO HuCy noayaapHe. Kpaj nokasa. O

Cn.13.:11{3,4,3}

Kaxko monmromn {3,4,3} nMa 96 uBHIIa, a HA CBAKO] O] F(bUX C€ Haja3M 10 jeJTHO TeMe, TO
OHJIa TOOWjeHHU TOIUTOI nMa 96 TeMeHa. {3,4,3} nMma 24 oktaenapcke henwmje, a oj cBake
ce j00uja 1o jeaHa uKocaeaapcka henuja, ma 100MjeHU MOJU-TON MMa 24 MKOcaeaapcKe
henmje. [lepopmucany kouky unHe 5 Terpaegapckux henuja, a oBUX Qurypa uma KOJIHKO
U TEMEHa O]l {3,4,3}, TO OHJa TeTpaeaap-ckux henuja mma 524 = 120. Ykynan 0poj 3-
henuja je onga 24+120 = 144, Kako ukocaenap nma 20 TpoyraoHux CTpaHa, a TeTpaeaap
4, To OM oHjaa yKyIaH Opoj Tpyoraonux henuja 6uo 2420+4'120 = 960, melyytum, cBaka
TpOyraoHa CTpaHa je 3ajeHMYKa 3a JBe henuje, ma je ykynad Opoj 2-henuja oBor
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nonurona 480. Peueno je na cBaky MBHIY HOJIHMTOMNA {3,4,3} OKPYXYjy TpU OKTaezapa, na
je cBako Teme AOOHMjeHOT TMOJHUTOMNA 3ajeIHUYKO 3a TPH WKOcaelIpa Ol KOjHX CBaka IBa
YMMajy 3ajeTHUUKY CTpaHy 4Hje IB€ WBHUIIE CaJlpKe 3ajeJHIYKO TeMe; TpeMa ToMe, 6 NBHUIla
CTpaHa OBHX HKocaeaapa IOOWjeHMX OJl CTpaHa OKTaegapa caipikKe 3ajeTHHYKO TeMe.
[Topen oBux WBHIIA TTOCTOjH jOIII 1O jeIHA MBHIIA CBAKOT OJ OBa TPH MKOcaenpa oapeheHa
IjaroHasoM AeopMICaHOT KBajjpaTa Koje ca-apke 3ajeqHnyKo Teme. Jlakme, u3 jemHor
TeMeHa JOOMjeHOT MONIUTONa NMojia3u 9 uBuna. Ykynan 6poj uBuna je tana (9'96):2 = 432.
Taxo cmo goommm Ny = 96, N; = 432, N, = 480, N3 = 144. Jlako ce mpoBepaBa OjnepoBa
dopmyna 96-432+480-144 = 0.

Kako u3 jegHor TemMeHa oBOT MOJMTOMNA MMOJIa3u 9 MBHIA, TO OHJA TeMEHa (QUrypa uma
9 TemeHa, a Kako He MOCTOjU TpaBUIaH Mojuenap ca 9 TeMeHa, TO OHAA TeMeHe (urype
HUCY TpaBWiIHE. VBHIle TeMeHe (urype cy cpedme JIMHH]je TPOYraoOHHX CTpaHa Koje Cy
JeTHAaKOCTpaHWYHHU TPOYTIIOBH, ma cy MehycobHo jemmake. Ha ocHOBy cumerpuja
MTOJINTOTIA {3,4,3} MOTYy C€ W3BEeCTH CHUMETpHje IOOHjeHOr TOJUTONa, a U3 TOora
moayaapHocT TeMeHux ¢urypa. (Bugeru [5], [Tornasme VII). AHamorso monymnpaBHiIHAM
nonuenpuma (Bugetu [3], crp. 41-43) oBako H00WjeHH 4-TIONUTON MOXKE J1a C€ 30BE
nomynpaeutan {3,4,3}, o3raunhemo ra ca I1{3,4,3}.

11. ToceToBa KoHcTpyKIMja nmosurona {3,3,5}

Y HEKUM NPeTXOAHWM KOHCTPYKIMjaMa CMO TpakeHe OO0jeKTe TOJOoXajeM IIo-
craBjbaiu y JIekapToB TNpaBOYIIM KOOPIMHATHH CHUCTEM, JOK 3a HEKe TO HHje

ekcrumuTHO ypaheno. Ha npumep, koHctpykuwje o, f,, 7, Cy H3BEICHE Y
KOOPJMHATHOM CHCTEMY, IOK Cy KOHCTPYKIIH]j€ ITOJUTOTIA {3,4,3} ull {3,4,3} W3BENIEHE O]

4-xo1IKe 3a KOjy HUje MPEeIU3UPaH MMOJI0Ka] Y KOOPJMHATHOM CHCTEMY Tj. T€ KOHCTPYKIIH]jE
MOXXEMO CMaTpaTé CHHTETHYKUM. KOHCTpyKIHMje mpeocTana JiBa MpaBHiIHa 4-IIOJUTOIA U
BUXOBHX TMpOjeKIija Ha paBaH u3BemheMo y JleKapTOBOM TpaBOYIJIIOM KOOPAWHATHOM
cucreMy. [IpenouaBame OBHUX MOJHMTONA MOryhe je W3BECTHM M CHHTETHYKH IOMONY
BUXOBUX TIpeceKa ca MOCeOHUM paB-HUMa WM BUXOBHX IPOjeKIMja Ha MOoceOHy paBaH.
(Buneru [5], mormassse XIII).

Kako ce KOHCTpYKIMje CBHX OBHX IIOJHUTOIA, OCUM «,, U [3,, u3Boje oapeheHum

penocnenom nonasehn ox ¥, (4-xouke), To hemo kao nonasHy GUIypy y3eTH jeqUHHYHY

4-KOIIKY KOHCTPYHCaHY Y KOOPJAMHATHOM CHCTeMY Ha OCHOBY nedunuimje 11. y oaesbky

3. TemeHa Tako KOHCTpyHCaHe KOLIKE Cy CBE BapHjallije ca IMOHABJbAFEM YETBPTE Kilace
K q 4k .

on enemenata 0 u 1. To Mmoxxemo 3amucatu u Ha cieaehun vauns (0°,177), k= 0,1,2,3,4; rne

0% 3Haum z1a y T0j ypehenoj serBopku nMa K myma. Hexa cy X;,i =1,2,3,4, xoopaunathe
oce. Jemnaumne 3-npocropa koju caapxke hemumje (3-xkouke) ox 4-xkouke cy X; =0 num

X; =1, 1=12,3.4. Hexun naposu oBux 3-npocropa oapelyjy paBau 2-henuje (kBaapaTHe
. ) 4
cTpane) 4-KOIKe. (Xi =0,x, = 0),I =14,k =1+41,---4. TakBux naposa uma [ZJ =6,

jep cy To KomOuHamuje Oe3 IIOHABIbamba. (Xi =0, X, =1), (Xi =1x, =O),
(Xi =1x, = l), i=1---4;k=i+1---4. Jlakne, jou Tpu rpyme ca no 6 naposa. YKyIHO

mapoBa 24. Tonuko nMa U KBaJApaTHUX cTpaHa 4-korke. Cpeauinra KBajapara ce Hajia3e y
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MpeceKy cuMeTpalia CTPaHWIld, a Kako Cy TO jeIMHWYHH KBaJpaTH, TO Cy OHJAA JBE
. 1

KOOpJIMHATE CPEJHMINTA jeTHAKE 5 Jpyre nBe koopmunHare cy onpeheHe mapoBuma 3-

MPOCTOpa KOjH Cajip’ke paBaH KBa-gpaTHE cTpaHe Tj. Te koopauHare cy 0 wmm 1. [Ipema

TOME, CPEMIUIITA KBa/Ipa-THUX CTpaHa 4-KOLKe ¢y ypeheHe yeTBopke CKyIoBa {0,0, %%} ,

11 11 .
0,1,5,5 u 1,1,5,5 . Te ypehene geTBopKke ce cazja MOTY CXBAaTUTH Kao IepMyTaIlldje

ca MOHaBJbakeM. Y TIPBOM CKyIy MMa JBa €JIEMEHTa U CBaKU CE IOHaBJba JBa IIyTa.
|
Jakse, npu ckyn oapehyje —— = 6 tavaka. [[pyru WMa TpH e€lIE€MEHTa, IIPU YEMY Ce

21-21
1.2
Tpeha rpyna je cnuyna npBoj, ma oHa oxpelyje 6 Tauaka. Konayno, Ha oBaj HauuH je
onpeheno 24 cpenuinTa KBajpaTHUX CTpaHa 4-KOIKE y KOOpPIMHATHOM cuctemy. Ha

jelaH eJIeMeHT MOHAaBJba JBa IyTa, 1A je Ha OBaj HaYMH ojpeheeHo =12 rtavaka.

OCHOBY TeopeMe 2. oiejbaK 6. OBE TAUKE Cy TEMEHA MOJUTONa {3,4,3} (Bumetu Ci1. 7.).
Ja OmcMo onpenunu KOOpJAWMHATE TEMEHa IOJHTOIA H{3,4,3} (KOHCTpyHCaA OBaj
MOJIUTON) TOTPEOHO je M3BPIIUTH IOBE3aHO WHICKCHUPAFhe WBHIA MTOJMTOIA {3,4,3}, a

3aTUM TIOJIEJIOM HMBHIIA TIO 3JJaTHOM TPECEKY OJIPEIUTH TEMEHA TOJHUTOIA H{3,4,3}. OBo

ce MOXKe ypaJuTH Ha /1Ba HaunHa. [IpBU HaunH O OHO Ja ce IMOCTEIeHO U3BOIU ITOBE3aHO
WHJICKCUPake y3 MOMOh rpaduuke MpojeKiuje U YyIopeao ca THM oapelyjy TeMeHa OBOT
nonutona. OBaj ce MOCTYINaK y TaJbeM TOKY 3HATHO KOMILIHKY]je 300r crabe BHIJBUBOCTH
KOja je YCIOBJbE€HA BEIMKUM OpojeM JyXu U Tadaka. J[pyru HauuH Ou OO 12 ce mocTymak
MOBEPH pavuyHapPCKOM MporpaMmy. MU ce 0BOM MPHIUKOM OTPeJIesbyjeMO 3a IPYry HauuH,
1ok hiemo pBYM HAYMH TPOBECTH 3a jeHy henujy.

[TocmatpajmMo 3-koLKy jenuHuuHe 4-Kouke oapeheHy KoopAauHAaTHUM ocama X, Y, Z

(Cn. 14.). Tama je yerBpra KoopamHaTa y ToM 3-mpoctopy 0. Oxraemapcka henuja
MOJIMTOIA {3,4,3} y TOM [IPOCTOPY MMa TEMEHA:

11 11 1 1 11
_1_1010 ] 01_1_10 [l _101_10 ] 11_1_10 ’
Al[22 jAZ[ZZJA{Z ZJA{ZZJ
1,1 11
_111_10 ) _,_,1,0 .
As[Z 2 j AG(Z 2 j
. . 2
Tpeba HamoMeHYTH /1a je caja MBHUIA OKTaeIpa Tj. UBHUIlA ITOJIUTOIA {3,4,3} )Iy)KI/IHeT ,

jep je mBuna xouke 1. IloBe3aHO HMHIEKCHpame MOYME-EMO ca HBHLOM AjA; KOjy
opujeHTHmieMo ox A; mpema A, O3nHaka A;-A,. Tauky B; umkocaemapcke henuje

MOJUTONA H{3,4,3} noouhemo moxpenom nyxu AjA, om A; mpema A, y pasMepu

\/§+1

2

1.
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1,45+, 1 1,¥5+11
o2 2 ~_ 2 _ 1 :3—\/§’y:2 2 2_1
J5+1  3+45 3+45 4 . J5+1 2
1+ 1+
2 2
J5+1 1
0 e (Beafa-VB) 2(V5-1) V5o
Y3445 2B3+45) 2:4 24 4
2

3-v5 1 V51
4 121 4 i) .

Ha ocHoBy mnpaBuiia IOBE3aHOT MHICKCUpama uBUIla AjA, Oulie opujeHTHcana o A
npema Ay, jep cy uBune A;A, u AjA, HOpMaiHe, IITO C€ JIAKO TpoBepaBa. Hawnwme,

— 1. 1 — |11 1 1
=<-=,0=,0 =¢=,0,=,0 -AA, =—+0+—+0=0.
AA { 2,,2,}, AA, {2,,2,}, AA, -AA, 0 0=0. 3a Tauxy

u, = 0. IIpema Tome je B{

B; Tana Baxxkn
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1 45+

2" 2t 2ef5 (2+V5R-V5) 6-2/5+3/5-5 541

T 3+45 3445 4 4 4
2

1,45+11 RCE
2 2.1 ,_ 2 2:\/3—1.%:0_

_ 2
Y5 3+4/5 2 3+4/5 4
2 2

B{\/€+1’1'\/§—1,0J_

IIpema Tome,

4 2 4

WBuna A;A; ouhie opujenTricana o Az mpeMa Aj, na 3a Tauky B, Baxu

J541 1 J54+1 1
P 0+ -

2 1 2 2_\/§—1

1,
X2=—2 2 =7 Y2 =
3++/5 2 3+45 4
2 2
1+\/§+1'0
7,=2 2 —3_‘@, u,=0.
3+45 4
2

Jacne, B, £, Y571 335 o)
2 4 4

Wenna A;As opujeHTucana je o As ipeMa A Tj. Baxu As-A;, m1a je

1 J5+1 1 . J54+1 1
X=E+ 2 2.1 y, = Ty 2 5+5 _5-45
YUo3+5 277 345 2B+4B) 4]
2 2
1 J5+1
2t % 1 B L _o g[L5-5 345
N 3+4/5 3+4/5 4 YT M2 4 s T
2

Kako je Aj-A4 v Tauke Aj, Az U A4 JIGKE Y UCTOj CTpaHH OKTaeapa, TO je oHaa Ay-As, na
Cy KoopAuHaTe 3a Tauky Bs cienhe

GRS 1,541
3445 4 70 3++/5 4
2 2
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1
2_—,u5=0, B(—‘/_—‘/—% ]

&

I\)I—‘

- =
° 3+\/_

Ha cnmugan HauwH ce oz[peljyjy M ocTaja TeMEHa OBe mKocaemapcke hemuje mommromna 11

{343}

B{ﬁ_—_f% J B

7

(\/__, 10} 88(5—\/57\/§+1,1,0j’
2 2

4 4 4 4 4 4
Bg \/§+11£|5_\/§10 1 Blo E,E’\/g—i_l’o 1 Bl]_ llﬁ-l\/g—‘rlao 1
4 2 4 2 4 4 2 4 4
B, 3-45 15-45
2 4 121 4 1 .

Temena oBe ukocaegapcke hemrje MOTy ce CBPCTaTH Y YETUPH TPyTIE:

)3[5 f 3- f 1 J 512(3 \/_'1 5 ‘/_,OJ,B{%.H,‘% S’OJ

4 4 2" 4 4 4
5 87(\/_57—1,\/544’%’0} 83(\/§4+1’%,\/§4—1,0J’ B“[%’ST_l’\/g;l’oj;
N BS[¥’\/§4+1 %’OJ’ BQ(\/§4+1’%’5—4\/§ ’Oj’ Bl{%.¥f/§4+l,0}

U3 xoHcTpyKuuje je jacHO Aa je deTBpTa KoopauHarta cBake Tauke 0. 3a ocranme Tpu
KOOpJMHATE ce youaBa Ja ce Tauke B, u B, 10o0ujajy HIMKIMYHUM MTOMEpamkeM TpBE TPU
koopauHare TemMeHa Bs penom. Ha nctu HauuH ce ox remeHa Bg modujajy Temena By u By,
a ox B; temena B; u By, m og Temena Bg temena By m Big. [lakie, cBa TemeHa oBe
nukocaenapcke henuje ce mory nooutu on Bs, Bg, B; u Bg. OBa mkocaemapcka henmja

nosurona IT {3,4,3} yIMcaHa je y OKTaeaapcKy hemujy monurona {3,4,3} , @ 0Ba y 3-KOLKY
henujy 4-xorke. henuja 4-korke uMa 8 W JBE OJl BbHX MOIY MMATH CaMoO 3ajeIHHYKY
CTpaHy, a Taja OoKraeaapcke hemwje moamMTONa {3,4,3} MOTY WMAarH CaMo 3ajeJHHYKY
TauyKy, JOK MKOcaeaapcke henuje monurona H{3,4,3} TaJa HEMajy 3ajeJHHYKUX Tayaka.

IIpema ToMe, 0OBako IHOMjEHHX MKOcaenapckux henuja momuromna IT {3,4,3} uMa 8, U Kako
CBa-Ka 0] BHUX MMa 12 TeMmeHa, TO je oHIa nodujeHo 812 = 96 TemeHa OBOI' MOJIUTOTIA.
Kaxko je Beh peueno H{3,4,3} uMa yKymHo 96 TemeHa, TO OM Ce OHJIa OBUM IMOCTYIIKOM
n06ua cBa TeMeHa OBOr moJmTora. KoopauHare TeMeHa OCTaluX HKocaenapckux henuja
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ce MoOry JoOWTH OJ TEeMEeHa OBe wHKocaemapcke hemmje. Jla OncMo TO TIOKa3amu
pa3MoTpuMoO Mpexy 4-kolke (Bunetu [5], ctp. 237).

|
[
[
[
2
| |
| |
J '
I I |
[ | :
Iy I 7
! | |
LUy | S R
el I
[ | 6
;___yls__ii______ o
7 | |
e L7z |
P T X
% |
// |
3
u J I R
!//ﬂ
Y |
Z |
[
|
|4
|
I I
//
7
Ve
Ca. 15.

Tauke 3-konke 1 (Cxn. 15.) umajy U-koopaunaty O M y TOj KOLKH je JoOWjeHa MpBa
nkocaenapcka henuja. Komka 3 uma y — koopaunaty 0, JOK je U-koopauHara 300T
cuMeTpuje jeaHaka oarosapajyhoj y-koopaunatu korke 1. Ilpema Tome, koike 3 u 1
“Majy ucTe OpojeBe 3a KOOpAWHATE caMo MITO Cy Kox Korke 1 To mpBa, npyra u tpeha, a
KOJ KoIlke 3 mpBa, apyra u 4yerBpra. CIMYHO je M KoJ Kolaka 2 u 4 caMo je KOJ KX
YeTBpTa OJHOCHO Jpyra koopauHarta 1. Jlakiie, oBe yeTHpH KOLIKEe UMajy ucte OpojeBe 3a
KOOpAWHATE caMo ILUTO UM je Apyra OJHOCHO 4eTBpTa koopauHaTa perom 0 u 1. IIpema
TOMeE, UKOCAeIpH KOjU Ce Hanase y Koukama 2, 3 1 4 1o0ujajy ce UMKIMYHUM [TOMEPakeM
koopauHarta paznmnautux of 0 u 1 Tagaka Bs, Bg, B; u Bg, pu uemy cy apyra ogHOCHO
yerBpTa koopauHarta 0 unu 1. [lonazehu ox jeqHor nodujeHor nkocaenpa u npenasehu Ha

ocrasie henuje mosmTONA {3,4,3} u Bozaehm padyHa O NpPEHOUICHY IOBE3aHOT

HHIEKCHparba 100ujajy ce TeMEeHa OCTaluX MKocaelapckux henuja monurona H{3,4,3}.

Ynopehusamem Tora pesyirara ca reMenuma Bs, Bg, B; 1 Bg Moke ce 3akibyunty fa ce 3a

uKocaeApe y Koukama 5, 6, 7, 8 koopauHate noOHjajy Kaj ce 3a IpBY OJHOCHO Tpehy

koopauHaty y3me O uiu 1, 3atum y Taukama Bs, Bg, B; 1 Bg koopannate pasnnante ox 0
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1 .
n on l u o1 E 3aMCHC MCCTa, U HA Kp4Jy HU3BPIIW HNUKIWUYHO MMOMCpAKLE KOOpAWHATA

pazmuantix ox O m 1. Ha Taj HauwmH ce cBa TemeHa monmTomna [1 {3,4,3} MOTY JTOOHUTH 01T
temeHa Bs, Bs, B; u Bg. (Bunmetn u [5], ctp. 156-157, umajyhu Ha ymy nga cy tamo
KOOpJMHATE TIoJ1a3He 4-KOIIKe 3a/1aTe HEeUITO Apyradmje.).

Teopema 7. Oxo noauromna I1 {3,4,3} ce MOsKe ommcaru cdepa.

Hoxa3s. Ilenrap 4-Korke {4,3,3} je yjeaHo W IeHTap MOJUTOINa {3,4,3}, jep cy

IberoBa TeMeHa neHTpu 2-henuja (paBHUX crpana) 4-komke. To je Tauka S(%,%,%,%).
PeueHo je ma Ccy KOOpAMHATE TEMEHA IOJHTOIA {3,4,3} (Bumetu ctp. 29) cBe me-

. 11 11 11 .
MyTalldje ca MoHaBJbambeM ckymosa <0,0,—,=¢, <01, =,=% u {11,—,=:. Pacrojama
puyra ymoma {00,323}, fo1.2. 3} w {112 2. pacro
THX TEMEHA O[] TAUKe S Cy:

1 V(1 o1 o1yY (11 V2,
sy vy 2=y 70 ) H370) e e ) T
1 V(1 Vo1 1Y (1 1) V2,
Ay Iy 2 =\(1570) 37 e T2 T2

1 (1 V2 (1 1V (1 1} 2
satpehy rpyny p; =, | -1 +{ Z-1 +| S0 ]+ 575 =5

Jakiie, cBa TeMeHa IOJIUTONa {3,4,3} Cy yAaJbeHa OJ Tauke S 3a BPEAHOCT E IIpema

TOME, OKO IOJIUTOIA {3,4,3} ce Moke onmcatu 4-cdepa ca UEHTPOM S U TIOTYIPEYHUKOM

J2

Rg’43 = > [MpumeTHMO 1a je monynpeyHuK oBe cepe jeTHaK UBUIH MOJIUTOIIA.

Y npeTxoHOM 3aKJbYUKy je peueHo ja ce TeMeHa nonaurona [1 {3,4,3} MOTY ZOOUTH

oxn temeHa Bs, Bs, B;, Bg, 11a je oHZa JOBOJBHO TOKa3aTH Jia Cy BUXOBa PaCcTOjamba Off
Tauke S jelHaKa.

s (3

:\/(\/3—3T+(\/§—1T+1:\/14—6J§+6—2J§+4:
4

4 4 16
_\/24—8\/3 _\/6—2\/3 5-1
16 4 2
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J5

|SBS|=|SBG|:|SB7|:|SBS|:T_1. Hakie, temena Bs, Bg, B;, Bg, a Ha ocHOBY

MIPETXOTHOT, Cy W CBAa OCTalla TeMeHa monuTona [1 {3,4,3} jeIHaKo ynajbeHa Of Tadke S,

RII343 _ \/3—1
0 _T

na je 4-chepa uuju je meHTAp Tadka S, a MONYNPEUYHUK , OIMCaHa OKO

noaurona I1 {3,4,3} . Kpaj mokasa. 0

Teopema 8. 3a cBaky nkocaenapcky henujy monurona I1 {3,4,3} MOCTOjU Tauka y 4-

MIPOCTOPY KOja je y CHOJballikh0j 00JACTH TOIUTONA U HA PacTojamby OJf CBAKOT TEMEHa Te
henuje jelTHAKOM UBHIIM OBOT TIOJIMTOIIA.

Hoxka3s. ITocmarpajmo mkocaemapcky henuwjy BiB, ~ ‘BsBsB;Bg ~ ‘Bi, monurona I1
{3,4,3} nobujeny o okraemapcke hemuje AjArAsAsAsAg monuromna {3,4,3}. (Cn. 14).
LlenTap oBor okTaeapa je LeHTap jeAuHH4YHe 3-Kolke oapehene ocama X,Y,Z, a 1o je

Tadyka S, 1,1,1,0
222
ynucaHe cdepe y okraeaap, rna ce HajlasM y yHyTpallmboj o0nactu oapelheHoj U paBHUMA

HMKOCaeIapCKUX CTpaHa Koje Jieke y cTpaHama okTaenapa.Tauka S; je Ha pacrojamy 01

j . Hokaxxumo na je S; neHrap M HKocaenpa. Tauka S; je ¥ LeHTap

. : 1
TEMEHa OKTae/pa jeTHaKOM IOJIOBUHH JHjaroHaie OKTeajapa, a TO je > jep je uBHIa

2 .
OKTacJpa 7 . PaCTO_]aI—Be TEMCHA OKTac/pa A0 HUBUIC AUCApPA HKOCACAAPCKUX CTpaHa

KOje He TIpHUNajajy cTpaHaMa OKTaeJpa je BHCHHA MPaBOYIJIOT TPOYIJIA, YHje Cy KaTere

3-45 2

— KOja O/IrOBaTpa XMUIIOTEHY3H M jeJHAKa IEHO] MOJIOBUHHU. Jlakie, pacTojame
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13\/_\/_\/—

TeMEHa O] UBUIlEC auenpa (aujaroHane AeGOpMHUCAHOT KBaapaTa) je 373 3

. . 1
TO je jeIHaKo IITO je Mamke OJ 5 [Tpema Tome, TeMe OKTaeApa M Tadka S; Cy ca

pPa3IMUMTHX CTpaHa WBUIlE JUeapa oapeheHor moMeHyTHM cTpaHama ukocaenpa. M3 tora
clequ Ja Tadyka S; JIOKW Yy YHYTPAlIkhOCTH JUE/Apa HKOocaelnpa, a CaMHUM THM U Y
YHYTpam®»ocTh uKkocaeapa. OnpennMo pactojama TeMeHa HKocaeapa off Tauke S;.

4 4 16

_\/[\/3—3J2 (Jg—ljz l_\/14—6x/§+6—2\/§+4_
_ . WL _

:\/20—862\/5—2\/321@_

16 4
sol[3-52) (3255 (33 vo-or 3625

. . 1
Ha uctn HauMH ce mokasyje na Cy M OcTajla TEMEHa Ha pacTojamy 5\15—2\/3 .

. 1 .
[Ipema Tome, Tauka S; je IeHTap, a E\IS—Z\/E j€ TOJIyNPEYHUK OMHCaHe cdepe OKO

nkocaenpa B1B,Bs . MBuna ukocaenpa je , IOJIYTIpeuHUK cepe 0KO uKocaepa

je
1345 M_zj(a—ﬁ)z(s%)_
2 2 2 4 2 B
_1\/(14—6\/§XS+\/§)_1\/70+14\/§—30\/§—30 _1\/40—16\/3_
4 4 2 4 2
=
T4 2 2

OBaj pe3ynTar je carjacaH NPeTXOJHO JT00HjeHOM pe3ynraTy. BekTop gi = {0,0,0,—%}

je HOpMaJiaH Ha CBaKH BEKTOP 3-POCTOpPa KOjU ca-Ap>KK nkocaeaapcky hemujy B;B,Bs ',

_—

jep cBaKM BEKTOp OBOT IIPOCTOpA MMa YeTBPTy KoopauHaty 0, a Bektop SS, MMa mpBe Tpu

_—

xoopyuHare 0, ma he muxoB ckamapau npoussox 6utu 0. Ilpema Tome, Bektop SS; je

HOpMallaH Ha 3-IIPOCTOp KOjH CaJpKU HMKOocaenapcky henmjy. AKO IMOCTOjH Tayka ca
HaBEJICHUM CBOjCTBOM, OH/Ia OHA MOpa Jia Cce Hajas3u Ha 1paBoj SS; M 1a cy Ta Tadyka U
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Tagka S ca pa3IUIMTHX CTpaHa 3-mpocTtopa mrocaemapcke hemumje. [IpetnocraBumo ma je

To Tauka C; 3a KOjy BaXKH |C1|35| 3- \/_ . Tama Baxkn |S C1| = ,HC B5| |SlBS| . Ha ocnoBy

MNpETXOAHOT pe3yJTaTa CJICaAn:

S.Cl|= \/(ﬂ} _(_ WT \/14 6V5 5-2V5 _

4 4

) /9—4J§_\/22—41\/€+(\/§)2 _\/(\/3—2)2 -2
Vo4 4 - 4 2

Kako je |SSl| :% , apacnopen je S—S, —C,, 10 je oHza

1 \/_ 2_+5-1 1
2 2
Jakne, tauka C; Jexu Ha cdepd OMMCAHO] OKO IOJUTONA H{3,4,3} u ga je

3-5

|ClBi| = T B,, i=12,--12, cy temena ukocaenapcke henuje.

ISC,| =SS, +|S,Cy| =

Koopnunare Tauke C; ce MOTY OIpeIUTH Ha cnenehn Ha4yuH.

fz «/—1

Kako je |SSl|+|S C1| |SC1| U KakKo je |SSl| |S C1| |SC1| , TO OHIIA

1J_21

Tauka S; genu ayxk SC asMepu A =—: =\/§—2, Ia 3a KOOpJHHaTe
1 Y 1Yyp P 5 5 \/E—Z p

tayaka S, S, C; Baxku

V5 5
1=+( 54—2)>< 3+\/— 1 ( 5+2)><:>X—3+2 5_;_22 > 1

1+\/§+2 2 2++/5 _2+\/€_§'
3+\/§_1
2 2 1 1
Ocraie xoopauuare Tauke Cq; ¢ =5 —£=— 7=—,
p. 1Cy Y 2+\/§ 2 2

o.(3+\/§)—;_ 0 i) 2B
2445 22+y5) 26-4) 2

1
[Ipema Tome, Tauka C; uma koopaunare C ( R

—J Ha uctu HauuH ce mory

222 2
onpenutu ocrane tauke C;, 1=2,---,24 koje MCIymaBajy HaBeJI€HH YC-IOB 3a CBAaKy
nKocaenapcky hesnujy moaurona { } Kpaj nokasa. O
Teopema 9. Temena nonurona H{3,4,3}1/1 cee tauke C;, 1=12,--,24 xoje ucmy-

HaBajy YCIIOB TeopeMe 8. MPeICTaBIbajy TEMEHA MPABUIHOT 4-IIOJIHUTOIIA.
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Hoxa3. CKyn Tayaka cacTaB/beH OJ TEMEHa IOJIUTOMA H{3,4,3} u Tavaka C,,

I=1---24 uma 96+24 = 120 Tauaka. Csaka Tauka C, ca TpoyraoHum crpaHama

onropapa-jyher nkocaenpa oapehyje 20 HOBUX MpaBWIIHUX TeTpaenapa. YKymaH Opoj HO-
BUX Terpenapa je 2024 =480. -

iy SN0

VR

AN

i\

Bs

As B

Az
Ca. 162.
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CBaka cTpaHa WKOcaemapcke hemdje IONHMTONAa TIOJIUTOIA H{3,4,3}. Heka je jemna
TpOyraoHa CTpaHa 3ajeJHHYKa 3a ABe ukoca-eaapcke henuje. Taga oHa ca oarosapajyhum
taukama C, oBuM uKocaempuma ojpeljyje aBa O HOBHX TeTpaeiapa KOjUMa je OHa
3ajeqHUYKa ctpaHa. Heka je ctpana mkocaenapcke henuje 3ajeqHuuka ca TeTpaeaapckoM
hemujom monumToMa H{3,4,3}. Tanma je Ta cTpaHa 3ajeqHHMYKA CaMO jETHOM OFf HOBHX

TeTpaeapa Koju je oapehen ToM crpaHoM u onrosapajyhom taukom C; mkocaemapckoj
hemuju monmuromna H{3,4,3}. Cpaka mBHIIa MKocaenmapcke hemmje ca omrorapajyhom Ta-
ukom C, ompebyje jenny tpoyraony crpany. Kako je cBaka WBHIIa HKOCAE/Ipa 3ajeIHUYKA
3a TauyHO JBE CTpaHe MKOcaeapa, TO je OH/a IOMEHYTa CTpaHa 3ajeJHUYKa 3a Ta4HO ABa OJf

HOBHUX TeTpaeziapa. Beh je mokaszano na je cBaka cTpaHa TeTpaeapckux hemnmja moiaurona
H{3,4,3} 3ajelHMYKa 3a Ta4HO JABa TeTpaenmpa. lIpema Tome, cBe hemmje moOujeHe on
TeMeHa noauTona I1 {3,4,3} v tauaka C; Cy npaBWIHM TETpaeipH U CBaKa HUXOBA CTPaHA
je 3ajemHUYKa 3a Ta4yHO J(Ba TeTpaezpa. Jlakie, Ha OBaj HAUMH je JTOOHjeH 4-TIOJIMTOI YHuje
cy henuje npaBuIHYU Te-Tpaeapu.

JoxaxxnuMo nma cy temene ¢urype mo0ujeHOr 4-TOIUTOIA MPABHIIHU TTOJMEApH. 3a
temena C; Baku 12 je CBAKO CIIOjEHO MBHIIOM Ca jeIHUM MPABMIIHAM UKOCAEIPOM H Ja Cy
TO jeIWHE WBHIE KOje IMoja3e M3 TakBOr TeMeHa. Cpeamiura THX HMBHIA Cy TEMEHa
MOJIME/Ipa CIMYHOT TOMEHYTOM HKOCaenapy, Ma je OHAa M Taj HOoJUenap MPaBUIHH
ukocaenap. Jlakie, remene durype kox remena C; cy npaBuiiHU MKOCaeIpH.

[a Oucmo goka3zanu ja cy TeMeHe (QUrype KoJ ocTaJuX TeMeHa JOOUjeHOT MOJIUTOIA
MIPaBUIIHU UKOCAEPH Pa3MOTPUMO HajIIpe TeMeHe (hUType MoIuTomna H{3,4,3}. Hexka je

M Owio koje TeMe MOJIUTOma H{3,4,3} (Cn. 16;.). Tapma tauka M mpumaza Tpuma

HKOCaeAprMa O] KOjUX CBaka JBa MMajy 3ajeJHUUKY cTpany (Buaet ozesbak 10. ctp. 28)
kojuma je M 3ajenHumuko Teme. CBako TeMe HMKOcaeIpa je HMBUIOM CIOjEHO ca IeT
IBErOBUX TEMEHa KoOja Cy TEMEeHa NPaBWJIHOI METOyria. 3ajelHHYKa CTpaHa JBa
WKocae[pa MMa JIBE CTpaHHWIE KOjuUMa je jemaH kKpaj tauka M, a Tpeha je jeana of
CTpaHMLA NETOYIJIOBa JOOMjEeHHUX O TEMEHa jeJHOr M Ipyror mkocaeapa. IIpema Tome,
CBaka /IBa O] TpU meroyria, oapehernx TadykoM M U OBUM TpUMa HKOCAEApUMA, UMajy
3ajeJHHYKY CTpaHH-Ily W HE JIeKEe Y HCTOj PaBHHU, jep Cy TO OCHOBE MPAaBUIIHUX
METOCTPaHUX MUPA-MHJA KOje UMajy caMo jeJHy 3ajenHuuKy OouHy ctpany. Ha Cin. 16;. u
16,. cy To meroyrnoBu A;A;A3A4As, A1A;B3B4Bs 1 A4AsBsB,Ds. Ako je AjA; 3ajenHu-
YyKka cTpaHuma mnertoyrioBa Aj;A,AzA4As u Aj;A,B3B4sBs, oHma 3ajenHuuka uwBHIA
IIE€TOYTJI0BAa A1A2A3A4A5 n A4A5B5B4D5 MOJKE OMTH A4A5, a METOoyrjioBa A1A2B3B4B5 n
A4AsBsB,Ds B,Bs unmu cy To pemom uBmie AzA, u B3B,. To 3a-Bucu oj1 mosyioxkaja Tadaka
A; 1 A; npema Tauk M M KpajeBHMa MBHLE MOJIHUTOIA {3,4,3} KOja cagpXH Tauky M.

Heka cy kpajeBu Te uBune tauke P u Q. Ako tauka M nemu nyx PQ y pasmepu

V5 +1
2
J5+1
2

:1, a Tauka A; nenm oxgrosapajyhy mBMIly MoamMTONA {3,4,3} u3 Py pasmepu

1:

j. |PA1|<|PM|, oHNa cy crpanune AjAs u A;Bs nujaronane pedopmmcanux
kBazapata. Tana je u AsBs nujaronana medopmucaHor kpajapara. Kako cy aujaroHasie
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nedopMucaHNX KBajpaTa jeIHAaKe MBHUITM TOJUTOIA, TO je OHmAa U Iy AsBs cTpanmia
neToyria, a Tpoyrao A;AsBs je jeITHaKOCTpaHUYHH.
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AKO OBO HHje WCIYHCHO, OHIA Baku Apyrd  ciaydaj. CHMETpHUjoM  IETOYIJIOBa

A1AA3A4As 1 A1AB3B4Bs vy omHocy Ha cuMmeTpanHy paBaH uBHIe AjA, clienu na je u

Tpoyrao A,A;B; jemnakoctpannuHu. Ha vcTt HauWH ce 3akibydyje Aa Cy U TPOYIJIOBH

A3A4Ds n B3B,Ds jennakocTpanuuHny, na je onaa u tpoyrao AszBz;Ds jeaHakocTpaHu4HU.
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Hyxu AsDs, B3Ds n A3B; HUCY CTpaHHIIe OBHX MTETOYTJIOBA, alld Cy HWBHIlEC moymTona I1
{3,4,3}. Ha oBaj Haumu je n0o0ujeH monuenap Koju uMma 9 TemeHa, jep u3 TemMeHa M

noniazu 9 mBuna nonurona Il {3,4,3} , 1 KOjU je OrpaHUueH ca TP MPaBUIIHA METOYTNa U

MeT jeAHaKOCTPaHWYHHUX TpOyrioBa. TemeHa ¢urypa momurorna H{3,4,3} je monmenap
YHja Cy TeMEHa CpeAWINTa OBUX 9 WBHIA, a OHJAA je TO TO-IMeAap CIW4YaH JOOHjeHOM
nonuenpy. Ilpema Tome, Temena ¢urypa moaurona H{3,4,3} je monMenap orpaHUYeH ca
TpH TIPaBUIIHA MTETOYTIIA U MET jeJTHAKOCTPAHUIHUX TPOYTIIOBa.

Heka je momuromn IT {3,4,3} nonymeH ca 24 nosa temena C;. Hexka cy, namwe, Cy, Cy,

C; Tauke U3 cKyma {Ci Jd=1- -,24} KOje OAroBapajy UKocaeIpuMa Koju caapike Tauky M

(Cn. 17, u 17,). Taga u3 tauke M monasu 12 uBHIa Koje cmajajy 12 TemeHa HOBOT
moyimtorna ca taukom M. Cmaka oy tauykaka C;, C, u C; ca oxrorapajyhum neToyriom
nonuenpa A; *'AsBsB4Bs Ds onpelyje mer jeaHako-cTpaHMYHHX TPOYTJIOBa; YKYIHO 15
JjeTHAKOCTPaHUYHUX TPOYTIIOBa. Y3uMajyhu u meT TpoyrioBa ofpeleHnx TemeHHMa oBa
TpH METOYTIA, YKyIIaH Opoj Tpo-yrioBa oapehenux ca 12 ravaka Ay, ' ,As, Bs, By, Bs, Ds,
Cy, Cy, C3 je 20. Ctpanuiia cBakor TPOyIJia je 3ajeJHIYKa 32 TA4HO JIBa TPOYIJIa, jep cy 15
TPO-yriioBa OOYHE CTpaHe NETOCTPAaHUX MHpaMHIa KOje HMajy pa3InduTe BpPXOBE, a
OCHOBE MOTY MMaTH CaMo 3ajeJHHYKy MBHUILY. 3a YETHPH OJ OCTAIMX HET TPOYIJoBa je
MOKa3aHo Ja Cy jeJHAKUM HWBHIIaMa MOBE3aHU ca METOYIJIOBMMA, a METH TPOyrao je
moBe3aH ca Tpu Tpoyria. IIpema Tome, oBux 12 Temena ozpelyjy monuenap 4uje cy
ctpane 20 jemHaKoCTpaHMYHUX TpoyrioBa. Heka je S cpemu-mte 4-cdepe omnmcaHe oko
JOOUjEeHOTr MOJKUTONA Tj. ¥ OKO IOJIMTOIA H{3,4,3} u Heka je Ha np. C, jeano ox 12

TeMeHa jo0ujeHor mnoaurona. Heka je, gasme, S; momHoxkje Hopmane u3 C, Ha
nonynpedynuk SM 4-cdepe (Cn. 17;). O3naunmo ca X ngyxuHy ayxu SiM, a ca Yy

nyxuny nyxu  S;C,. Tama je |MC2|=¥ WBUIIA JOOHMjeHOT TIIOJIMTOMA, a

J5-1

|SM | = |SC2| = noiynpevyHuk onucane 4-cepe. U3 nmpasoyrnux tpoyriosa MS;C,
2 2 2
, 5 (3-45 J5-1 , [5-1
u SS;C, cnenu X° + Yy = — 51 — - X| +y°= — | PemaBamem oBor
J5-2

cucreMa Jo0uja ce X =

> u y=%\/5—2\/§ . Hakne, nyx S;C, je uMa AyXuHy

jeIHaKy MOJIYIIPEYHUKY OIHcaHe chepe OKO MKocaeapa UBHIIC . Ha ocHoBy nokaza

TeopeMe 8. clieu Ja Cy W OCTaje Tadyke IMONHenpa ylaJbeHe OJ] Tauke S; 3a JAYXKUHY

noJTynpevyHnka cepe onucane OKo HKocaeapa HBHIE . IIpema Tome, monuenap A

~ AsB3B4BsDsC1C,C3 je mpaBuiiau nkocaeaap. TemeHa ¢urypa xoja oarosapa teMeHy M
je monuenap cluuvaH OBOM, 11a je ¥ OH IpaBwiIaH ukocaenap. Kako je M mpou3BoJbHO TeMme,
TO je OHJA CBaka TeMeHa Qurypa A00HjeHOr 4-TOJUTONa HMPaBUIHM HMKOCaeaap {3,5}.
Kako cy henuje (Beh peueHo) mpaBWIIHM TeTpaeApH, TO je OHAa NOOMjeHH 4-TIOJIUTOI
npaBuwiad umja je lllnepnujeBa oznaka {3,3,5}. Kpaj nokaza Teopeme 9. [
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[MomceTHMO 1a TONHTOI H{3,4,3} uMa 96 Temena, 432 usune, 480 TpoyraoHux
cTpaHa u, 24 ukocaenapcke u 120 Terpaenapckux henuja.
Ha ocHOBY mpoBeleHOr a0Kasa TeopeMe 9. MOJHTOI {3,3,5} uma 96+24 = 120

temena, 24204120 = 600 tetpaenapckux henuja. M3 cBakor TemeHa monasu 12 vBHIA U
Kako Ce Ha Taj HAYMH CBaka HWBHIlA padyyHa JBa IMyTa, TO j€ OHAA IHLHXOB OpOj
120-12

=720. Ha ocnoBy Ojnepose ¢opmyine je 120-720+ N, —600 =0, na je N, =
1200. dakie, No= 120, N; = 720, N, = 1200, N3 = 600.

12. IMoauTom {5,3,3}

Kako je je momuTom {3,3,5} MpaBUJIaH, TO OHJAa Ha OCHOBY WHBEp3Hj€ TPaBU-ITHUX
MOJITONA TMOCTOJU HEeMy HHBEp3aH (BuaeTH oneibak 4. ctp. 15.). MBep3an mosuTomn
MOJIUTOITY {3,3,5} je monuTorn {5,3,3}. TemeHa nonmuromna {5,3,3} Cy LEHTPH (TEKHIITA)
TeTpaegapckux henmja monuToma {3,3,5}. henmuje oBor momurToma Ccy NPaBUITHH
IoJieKaeipy, paBHe cTpaHe (2-henuje) mpaBWIIHH TETOYTIIOBH.
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Ha ocHOBy mHBep3HWje OBa JBa IMOJUTOINA CIACAW JIa IOJIUTON {5,3,3} uma N, =600

temeHa, N, =1200 uBuna, N, =720 neroyraonux ctpana u N; =120 nonekaemapckux
henuja (Co. 18.).

13. IIpojexnuje mMoJIUTONA U HUXOBE KOHCTPYKIIUje

VY pu3nukoM cBeTy KOjU HAC OKPYX)KYyje 4€CTO MOCTaBbaMo, Ha U3IJIC, jeAHOCTABHO
nmuTame: KakaB je cBer koju Hac okpyxyje? Komuko numensuja nma? Ha oBa murama Ou
C€ MOTJIO OATOBOPUTH NHUTameM: Kako JoXHB/haBaMO M MPEICTaB/HAMO 00jeKTe KOjU HacC
OKpYyXyjy? YnaibeHe mpocTopHE 00jekTe Hajuemrhe mpencTaBjbaMO pPaBHUM (HUrypama,
anu W Heke o0jekTe W3 ONKe OKOJMHE IMPEACTaBbaMO paBHUM ¢urypama. 3a Heke
MIPOCTOPHE 00jeKTe MPaBUMO TPOANMEH3HOHAIHE MOJIeNe KOj! Cy MOTOIHHU]U 33 yOUaBambhe
3HA4YajHUX KapakTepH-CTHKa IocMmarpaHux oOjekata. [lpBum HaumH Om ce Morao
OKapakTepucaTH Kao TpOojeKIHja, JOK OW JOpyrd TMpelcTaBibao TpaHchopmanmjy
CIIMYHOCTH, alli M Kao TMpojeKnuja (Ha mpuMep npojeknuja Ha cdepy). Y OBOM KpaTKOM
pasMa-Tpamy, OYMIJIeIHO, MUCIMMO Ha MPOCTOPE OJ ABE WM TPH JUMEH3Hje KOje MO-
JKEMO BU3YEIIHO JIa JIOKMBHMO. 3a 00jeKTe y IpoCcTOpuMa AMMEH3Hja Behux oJ1 Tpu u3paaa
Moj/ieTla y THM MpocTopuMa HHUje Moryha. 3a BU3yeImHO MpeacTaBibake TaKBHX o0jekara
MPEeoCTajy camMo MpOjeKIHje W TMpecely ca XUIeppaBHUMAa TOT MpocTopa. Mu ce oBOM
MPWIKKOM 0aBUMO CaMO IPOjeKIInjaMa.

Hepuanuuja 15. Tlog mpojekuujom ¢urype F N —mpocropa Ha XuneppaBaH
Mo/ipa3yMeBa Ce CKYIl CBUX IPOJOpa MpaBUX KOje Cy Y HEKOM IMOceOHOM MeljycoOHOM
omHOCy (CcBe Cy mapayiellHe WM Cc€ CBE CEKy y HCTOj Taukd), MpU YeMy CBaka O
u3abpaHux NpaBUX Caupxku Oap jenny Tauky ¢urype F, xpos meky xuneppasan (K —
npoctop, K <n). Ckym cBuxX Tauaka mpojpopa 30Be ce npojexyuja purype F ma K —
npoctop, a K —pocrop npojexyujcka xuneppasan.

Moske ce nmatu jom onmrTyja AedHHUIMjA aKO C€ I0jaM IIpaBa 3aMEHH ca (n - k)—
mpoctopom. [lomuromnm cy durype koje nmajy HajjeqHOCTaBHUje mpojeknuje. Hamme, 3a
BUX je JOBOJHHO OJPEIMTH MpPOjeKIHje HBHXOBUX TeMEHa W YTBPAUTH KOje CYy IIyKU
onpeheHe TeMeHMMa WBHUIlE. Y OBOM paly, OJHOCHO Y padyyHapCKOM IIporpamy,
KOPHCTHAMO TIpOjeKIije 4-IoauTorna Ha 3-pocTop (XuneppaBaH) v Ha 2-TIpocTop (paBaH).
[Ipu yemy je kpajmu Wb TpOjeKnMja Ha paBaH. Jla OM ce cXBaTHMO HAYWH Ha KOjU
padyHapcku mporpam oxapel)yje mpojeknu-je, HaBOJMMO jeTHaunHEe OCHOBHHX Qurypa 4-
mpocropa y JlekapToBoM MmpaBoy-TJIOM CUCTEMY.

Jennaunna 3-poctopa (xurneppaBuu) je AX+By+Cz+Du+E =0, rae je {A, B,C, D}
BeKTOp xuneppaBHH. [lapamerapckum 00nuMK jeaHaumHe |-mpoctopa (mpaBe) je
X=at+X,, y=bt+y,,z=ct+z5,u=dt+u,, rme je {a,b,c,d} BEKTOp TpaBe, a

(XO,yO,ZO,UO) Tayka Kpo3 Kojy mpaBa mpoiyazd. OBO je aHaJOrHO aHAIUTUYKO]

reoMeTpuju y 3-ipoctopy. Pactojame u3mely tauaka P(Xl, Vi, Zl,ul) u Q(Xz, Yo, Zz,uz) je

d(P,Q)= \/(Xz - X1)2 +(Y2 - Y1)2 +(Zz - 21)2 +(U2 _U1)2 :
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AyTOp OBOT TEKCTa je ypaauo padyHApCKH TporpaM KOju 3aqoBoJhaBajyhe wucmymaBa
YCIIOB JIa C€ JIBa WJIM BUIIIC TEMEHA HE MPOjEeKTYjy Y UCTy Tauky. Y cienehem neny Tekcra
yKpaTko hemo omucaru u3pany v yYuHaK padyyHapCKOT Mporpama.

14. U3pana u pyHKIIHOHUCAIbE PAYYHAPCKOT porpamMa

OBaj nporpam KoucTpywite nomutone {4,3,3} (4-xorka), {3,4,3}, {3,3,5} u {5,3,3} u
EbUXO0BE MIPOjeKITHje, TP YeMy je mona3Ha (purypa {4,3,3}.

4-xouka ce KOHCTPYHILIEC Tj. HEHA TEMEHa y 4YETBOPOJAMMEH3MOHATHOM KOO-
paunatoM cuctemy OXyzU ce oapelyjy kao cBe Bapujaije ca MOHABJbAKEM OJf

enemeHata 0 u a, T/1€ je a AyKFHA UBHUIIE KOIKe y muKcennma. OBa AyX je MoJla3Ha; UBUIIE
OCTaJMX TOJHUTONa ce oapel)yjy Ha ommcaHu Ha4ywH on oBe Ayxu. OBO ce y mporpamy
peanusyje ca YeTUPH MpOorpaMcKa IUKIyca Ydje MPOMEHJbUBE y3uMajy BpeaHocT 0 u a.
3atuM ce 4-Kollka IMpOojeKTyje Ha jeqHy XHUIEeppBaH Koja je MOToxHO m3abpaHa CBOjUM
BEKTOPOM H Y3 TOTOJHO m3a0paH 3paK MapalieIHOT MPOjeKTOBamka CBOjUM BEKTOPOM. Y
OBOM TMpOrpaMmy ce MNpojeKlrja W3 OBE XUIIEPPaBHH ONET NPOjeKTyje, aJln cajia Ha paBaH
y3 moroaHo u3adpaH 3pak. OBO JIpyro mpojeKTOBakE Ce MOTJIO U U30CTaBUTH, allk Ce
MOKa3ajo Kao Hajmo-rogHuju HauumH. ClHKa Ha eKpaHy ce Ao0mja ako ce m3abepy Omio
KOje JIBe O/ YETHPH KOOpIWHATE TeMeHa IojellaBajyhn KOOpIMHATE CIIMKE Ha €KpaHy
peMa pe30JIylinjy U OpraHu3alijyu eKpaHa.

Koopannate TeMeHa KOIIKE ce 4yBajy Y jeTHOM HH3Y, a MPOjeKIIHje TEMEHA y IPYToM
TaKo Ja OAroBapajyha TeMeHa U TeMeHa MpojeKnnje nMajy ucte naaekce. OBo omoryhasa
Jla Ce Ha OCHOBY MBHIIC KOIIKE OJIPEJIC M CII0je TeMeHa MPOjeKIrje Koja oapelyjy uBuiry.

PedeHo je 1a ce mpojeKToBamEe BPIIH Mapajie)IHOM MPOjEeKIIMjOM KOja dyBa pasMepy
IyXH, 1a y cieaehuM KOHCTpyKIMjamMa He MOPaMo Jia BPIIMMO ITOCEOHO IPOjeKTOBAE
nobujeHe ¢urype, Beh Ha HCTH HAUYWH JOOUTH W MPOjEKIHjy HOBE QUType O] MPOjeKIIHje
MPETXO/IHE.

Temena nonumrona {3,4,3} ce oxpelyjy Kao cpeamITa JUjaroHana paBHAX CTpaHa 4-

KOIIKe (KBajpaTa) Tako IITO CE Y3MMajy MapoBU TeMeHa 4-KOIKEe UHje je pacTojame av2
Y UCIHUTYje Na Ji je Ta Tauka Beh jeaHom oxpehena, ma ako jecte, OHJIA Ce HE y3uMa y
003up. Y ucto Bpeme ce oapehyje u oarosapajyhe teme npojexuuje. Ha taj HaumH cy u
TeMEeHa MOJINTONA {3,4,3} Y TEMEHa IPOjeKIfje CMEIITeHH Y JIBa HOBA HU3A.

[ToBe3aHO MHACKCUPAILE j& HAJCIOKEHHU]H CETMEHT y Mporpamy. ¥ OBOM MPO-TpaMy Taj
CerMEHT HHje W3BEACH IOTIIYHO ayToMarckd, Beh y3 JenmuMHYHy WHTEpBEHIIH)Y
nporpamepa. M3BecHMM IporpaMepcKuM JOCeTKama Ce OBaj Mpo0IeM MOrao PeIinTH, alu
ce mporpamep OJUTy4Ho 3a MOCTynak Koju hemo ykparko onwmcaru. [IpBo ce popmupa HU3
maposa TeMeHa koja ojpelyjy uBuily. OBo ce ojpeljyje Ha OCHOBY Iy)KHUHE HBHIIEC

..oav2
MOJIMTOIIA {3,4,3} Koja je — Tu mapoBM Cy y HU3Yy 3allMCaHd Kao paldOHAIHH

OpojeBu. Ha npumep, 5, 14 3Hauu aa je y nuramy UBUIA oJpeleHa TEMEHOM MO PEeAHUM
Opoje 5 u TeMeHOM ToJ peAHUM Opojem 14,

IloBe3zano WHIEKCHpame MOYMIE MmapoM 1,2 , mpu YeMy TO 3HA4M Ja je Ta WBHIA
OpHMjeHTHCaHa o TeMeHa | mpema TeMeHy 2. 3a ocTaie UBHIE KoOje Iojia3e U3 TeMeHa |
opujeHTanMja ce Bpum Ha ciaenehu HaumH. [Iporpam oxapeljyje BekTope 3amare
TeMEHOM | ¥ TeMEHHMMa OCTAJIMX MBHUIA U UCIIUTYjE KOJH j& OJ HHMX HOpMajaH Ha BEKTOP
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onpehen TeMeHnMa 1 W 2, ma ako je Taj BEKTOp HOpMajaH , OHJA j¢ OpHjeHTAIlMja O
TeMeHa | mpema TOM JIpPyroM TeMEHY W Taja ojaroBapajyhm panuoHamHH Opoj ocrtaje
HEMPOMEH-CH, a aK0 HUjE OHJIa je OpHje-HTaluja mpeMa TeMeHy 1, Ha np. 1,5 npenaszu y
5,1. Teme 2 ce Besyje 3a TeMe 1, ma je JTako U3BPIINTH YCMepemEe MUBHIIA KOje MmoIa3e u3
TeMeHa 2. 3a ocTana Te-MeHa Omia je moTpeOHa WHTepBeHIja nmporpamepa. [Iporpam ce
W3BpILIABA0 JEIMMUYHO C THM IITO je W3AaBa0 MapoBe Koju cy Beh HWHIACKCHpaHH.
[Iporpamep je Tama pemoMm 3a CBaKO TeMe AKTHBHPAO NHUKIYC 32 HOBO TEME Koje je
MOBE3aHO ca HEeKWM (HajHIKer mHAekca) Beh mosesanmM. To je mporpamep YHOCHO Y

mporpam kao HapeaOy. Ha Taj HauuH cy cBe MBHIE MOJIUTOMNA {3,4,3} OpHjCHTUCAHE
Hapenbama y mporpamy.
+1

Temena I1 {3,4,3} cy ozapeleHa MoeI0M UBHIIA TOJUTOIA {3,4,3} y pa3mepu 1

y oaroBapajyheM cmepy ¢ THM INTO Cy TeMEHa W yCMepeme HBHIA on-peherm u3
(hopMUpaHOT HHM3a TPETBAPAEKEM IEJI00POJHOT M PALMOHATHOI Jeja y Iele OpojeBe
(namexce HU3a TeMeHa). KoopanHaTe TeMeHa MOTUTOMNA H{3,4,3} Cy CMENITEeHE y jelaH
(mIBOOMIMEH3WOHAIHM) HH3, a TPOjeKIHja y IPYyrH W Tako cadyBaHe y IIporpamy.

Kpurepujym 3a uBHIIe je 1y>KUHA UBHIIC a . 24 HoBa TeMEHa 3a MOJIUTOII {3,3,5} ce

nobwujajy momohy pasmepe koja je Beh onu-cana.
TemeHa MoIUTomNa {5,3,3} cy ozpeljeHa Kao TeXUIITa TETpaeIapa MojIuTomna {3,3,5}
. Ta KOHCTpyKIIMja je pemieHa ca YeTHpW IHKIyca KOju oapelyjy TemMeHa 1o jemaHor
TeTpaezapa KojeM ce Taja oapehyje TeKHUIITe Ha CIMYaH HaYMH Kao ¥ TeXUIITE TPOyria y
, X, + X, + X5 + X,
OXy cucremy Tj. 3a KOOpMHATE TEKMIITA TETPAEAPA BAKH X; = HUTH.

4

Kpurepujym 3a uBmIe je pactojame n3Mel)y Texu-1ra JiBe cyceiHe Terpaeaapcke henmje

HOJIMTOIA {3,3,5}. OBO pacrojame Tj. MBHIIA MOJUTOIA {5,3,3} oznpeheHo je Ha OCHOBY
TeMeHa

81(3_‘/5,1,‘/3_1,0], Bze,‘/—%_l,ﬁ,o], Bg[\/§+1 1 \/5—1’0)

I ’

4 2 4 4 4’2 4
1 5-45 3-45 111 2-45
B4 _1—1—10 I/IC]_ AV AYAY o
2" 4 4 2'2'2" 2

Ha ocnoBy nperxonuor (Ci. 14.) Ttpoyriosu B1B,B, u B,B3;B, cy cycennu (3ajennuuka
uBuiia B,By), ma cy u terpaeapu BiB,B,C; u B,B3B,C; cycennu (3ajenHuuka cTpaHa
B;B,C;), a oHna je pacrojambe u3Mmel)y HHXOBHUX TEXKHINTA jeTHAKO WBHIM IOJUTONA

{5,3,3}.
Texwumre TeTpaeapa B1B,B,C, je

3-45 V5-1 5-45

3-v5 1. 1.1 1, 1
4 2 2 2:9—\/g =2 4 4 2
4 1

X =

16 4

1
2
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1[9-=V517-V5 2-5
o1 2" 16 8 ]
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1 16 2" 16" 8 |’
1,45+1 1 1 V-1 1 5-5 1
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X2 1y2 I
4 16 4 2
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L __4 4 4 2 75 _ 2 _2-V5
2 4 16 2 4 8

1745 1 75 2-V5
2l 16 2" 16 ' 8 |

= \/[7+J§_9—\/3]2{1_1)2{7—\/3_7—@}2{2—\/3_2—\/3}2 _

16 16 2 2 16 16 8 2

(- (5

JloOujeHa BpeEIHOCT je Jy)XWHa WBHIE IOJUTOMNA {5,3,3}211(0 je 4-xouxka

jeIuHMYHA, WHAYe je a kax je AayxuHa uBHIE 4-koike a. OBa BpPEAHOCT je

KPUTEPHjyM 3a MOBE3UBAIGE TEMEHA TIPOjEKIIUj€ MOIUTOIA {5,3,3}.
Ha Cn. 19. u 20. npuka3zane cy npojeKiuje moJruTomna {3,3,5} u {5,33} 3a He-Ke
JpyTe TMPOjeKINjCKe XUIIEPPABHU U PABHH.
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15. UcTtopujcku ocBpT

Ha xpajy oBor tekcra momeHyheMo yKpaTKo 3Ha4dajHHje MaTeMaTHdape W HIXOBa
Jenia y KojuMa Cy yBeJeHH MOjMOBH BHIIEIUMEH3NOHAIHUX MPOCTOPa U HEKUX objekaTa y
THUM TIPOCTOPUMA.

3a4yeTHUIM UZEeje O BUIIEIUMEH3UOHAIHUM [IPOCTOPUMA U BUILIEIUMEH3HO-HAIHO]
reomerpuju ¢y Aptyp Kemm (1821-1895), bepnapn Puman (1826-1866) wu Jlynsur
nednu (1814-1895). lInedau ce moceOHO OaBHO aHATIOTHUM OOJIMIMMA MOJIUEAPUMA Y
BHIIIETMMEH3NOHATHIUM TpocTopuMa. OH Te o0irke 30Be monumieMu (y OBOM TEKCTY
TTOJTUTOIIH ).

nednn je pohen y I'pacBumy y IllBajuapckoj. IllkonoBao ce y bepny, rue je
MPOBEO CKOPO HYWTaB pajHH BeK. Y TOKYy IKOJIOBama HHUje M00WO 3a/0BOJbaBajyhe
MaTeMaTHdko oOpa3oBame. llocie mkomoBama mpegaBao je npyre o0JacTh y MIKOIH Y
TyHy u camocTtanHo yuno MatemaTHKy. O30MJbHUje je modeo na ce 0aBu MaTeMaTHKOM
KaJ Tra je meroB 3emibak JakoO Illtajuep ymyTtno Ha aena Jakoouja u Jlupuxnea. Hakon
TOTa ITOCTAaBJbEH j€ 32 ACHCTEHTa HAa MaTeMaTHIM Ha yHUBEp3HUTeTy y bepHy rae je octao
1o Kpaja xkuBoTa. lllnedmu je uctpaxknBao y pasHuM o0jJacTuMa MaTeMaTHKE, alld OBOM
MPWIMKOM yCMepaBaMo Hallly Maxkmky Ha Jelo ,, Teoprja MHOrOCTpYKe HENPEKUIHOCTH Y
KOjeM OH YBOAW W OmHCyje o0jekTe Koju ce oOpaljyjy y oBom Tekcty. Ha oBoMm nemy
nedmn je panuo oxo 1853 roxuue. Hujegan mBajmapcky u3aBad HUje XTeO Aa 00jaBU
OBaj paj. JeauHo je jemaH gparMeHT oBor nena o0jaBibeH 1855 romuue y dpaniyckoj u
jenan 1858 y Emnrieckoj. Mehytum, oBo o00jaBjbHBame HHjE TPUBYKIO TaKIY
Matemarmdapa. Y nepuony on 1881 go 1900 romuHe Bl MaTeMaTHyapa je JOIUIO A0
cnMyHKUX 3aksbydaka [llnedaujesum, Tako aa je oo aeno objaBbeHo y IlIBajiapckoj 1901
rojuHe (IIeCT TOJMHA TIOCIIE ’eTOBE CMPTH).

W3 oBor neproaa momenyhemo jour HeKe 0] MaTeMaTh4apa KOju Cy Jajd JOTPHHOC
npoydaBawy nonurona. To cy dopuxamep, Pynen, Xome, Illneren, Ilyxra, Cesapo,
Kopjen u T'ocer kora hemo moceOHO MOMEHYTH C OO3MpPOM Ja Ce OBaj TEKCT 0aBU W

HErOBOM KOHCTPYKIIM]OM MOJIMTOIIA {3,3,5}.

Taponng ['ocer je pohern y 1869 rogune y Temc Jlutony y Amepunu. ['ocet je mo
oOpazoBamby OWO TpaBHUK, a MaTeMaTHKOM ce OaBuo Hu3 xobuja. Hamme, mocie
IIKOJIOBak-a 3arovyeo je pajl Kao ajBOKaT, ajld y IPBUM I'OJMHaMa CBOTa paJia HUje UMao
JOBOJPHO KIIMjE€HaTa, Ma je Mo4Yeo PEeKpPeaTHBHO Ja ce OaBM MaTeMaTHKOM, ITOTOTOBO
BUIIIEIMMEH3UOHATHUM 00jeKTHMa, MOKyIaBajyhu 1a ca3Ha Koje nmpaBuiIHE GUTrype MOTY
na noctoje y N —npoctopuma. [locne npedpojaBama MpaBUIHUX MOJIUTOIA, HACTABUO |
npe0dpojaBame ,,roaynpaBmiiHuX . OH CBOje pe3ynrate 3amucyje y ecejy ,,O NpaBHUIHUM U
MONYNpaBWIHUM (urypama y mpoctopy ox N ammensuja“. OBaj ecej ['ocer miasbe
n3naBady [nejuiepy 1897 rommue. I'iejuiep To mokasyje marematuuapy bapHcajny.
Baprcajn Hukan Huje olleHHO oBaj pax u y nucmy [nejmepy u3 1899 roamue kaxe na
HHKa]] HHje UMao BPEMEHa Ja MPOYMTa BUIIIE O] NOJOBHHE OoBora pana. Mnak Heke uueje
u3 osor ['ocetoBor pana mojaBuie cy ce y bapHcajmoBom nasmem paay. ['nejmep ce
3aJI0BOJbHO J1a 00jaBu ['oceToB pax y kpartkum iprama 1899 romuue. OBaj o0jaBJbeHH
MPUKa3 OCTa0 je He3alakeH JOK ra Hucy moHoBo oTkpuwin Ent m Koxcerep. I'ocer
ofycTaje oA najber OaBjbema MaTeMaTHMKOM M mocBehyje ce mpaBy. Hamumcao je Buie
KIbUTa O UCTIHTUBARY NpaBa cBojuHe. YMpo je 1962 ronune.
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On 3HaYajHUjUX JTUIHOCTH KOj€ Cy ce OaBWje MPABIIIHAM IOJIATONMMA TIOME-HUMO
[erepa Xenapuka lllyrea (1846-1913) xomanackor MaTeMaTndapa Koju je 0uo mpodecop
marematuke y Xponunreny u Anumimy Byn Cror (1860-1940) ko-ja je Omna hepka
mo3HaTor MaTemarndapa jorudapa [lopna byna. Bbux nBoje cy Hajmpe He3aBHCHO JOILIH
70 MCTHX pe3ysTara O IpecerrMa IPaBIIHUX IOJIU-TOMA, a OHJA Cy 3ajE€AHO JOIUIN JI0
BpJIO 3HAYajHUX pe3yiTaTa O IMpecelrMa NPaBUIHHUX IOJUTONA. ANHWIIAa HHUje CTEKia
MaTeMaTHIko o0pa3oBame y IIKOIH, Beh je camMocTallHO M3ydaBaja MaTeMaTHKy, jep je
weH ortanl [lopu bynm ympo xazx je oHa mmana camo detupH roauHe. theHa maTemarndka
(reoMeTpHjcKa) MHTYH-1IMja, BEpOBATHO I'eHETCKa, Omia je uzy3etHa. tbena Buzyenusanuja
u llyTeoBa MaTeMaTH4Ka CTPOTOCT Cy c€ U3y3eTHO nomymasaie. Lllyre je y oBoj obmactu
o0jaBno pan ,llomuronu 1905 ronuHe. Anwima je mpaBuia TPOJUMEH3HOHAIHE MOJIETe
pojexiuja 4-monuTona.

Mogene TpoAWMEH3HMOHATHHUX TMPOjeKIja MPaBWIHUX MOJHUTONa mpaBuo je u [lon
JIOHKWEH KOjH je ToYeo Ja MpoydaBa MOJUTOME y KEJbH Ja C€ OCI000U MOTPECHUX U
M3a30BHUX MPOPOYAHCKUX CHOBA KOj€ j€ Camao OKO CBOje TpPHIECeTe TOAMHE KHUBOTa. Te
HBEroBe CHOBE OIHCAa0 je Y CBOjOj KWU3W ,,EKCIepuMeHT ca BpeMeHoM™ mwmcan [law.
Wnaue, Hdan, xao u Benc y xmu3m ,,.BpemeHcka MammHa“, mpeacTaBibajy YETBPTY
TUMEH3H]y Kao BpeMe M yanajy y 030MJpHO MOTPEITHO cXBaTame Teoprje peaTuBHOCTH.

[Momennmo u Ilon ®nangepca [lutpuja (1907-1972) cuHa YyBEHOr eTHUNTOJNIOTA
Bunujama ®nannepca Ilutpuja. [lon Ilutpu je jomr kao ydeHUK IOKa3ao H3y3e€THE
MaTeMaTHdke crocoOHocTH. MMao je crmocoOHOCT 1a OAroBOpHM HAa MHUTama O BPIIO
KOMIUTMKOBaHMM 4E€TBOPOANMEH3NOHATHUM (hurypama y3 oapeheny ,.Busyenmsanujy. 3a
Hallly TeMy 3HAYajHE Cy HEroBe KOHCTPYKIHje ABOAMMEH3MOHAIHUX MpOjeKIyja
HOJIMTONA {3,3,5} u {5,3,3} KOje je Hu3BeO0 Ha mamupy y3 momoh yoGuvajeHor
reoMeTpHjckor npudopa. OBe ce mpojekije Mory BuaeTu y [5].

OBaj KpaTKu UCTOpHjcKHU mperies hemo 3aBpmmTa ca Xaposgom Ckor MekaoHamg
Kokcerepom, 06e3 umjer Jiena je y OBO Hallle BpeMe HeMoryhe pacnpaBibaTd O MPaBHIIHUM
nmommrormMa. Xapona Ckor Meknonang Kokcerep (9.2.1907.- 31.3.2003.) 6umo je
Bpuranan no polhemwy, anu je y cBeTy MO3HAT Kao KaHajcku reomerpudap. Kokcerep ce
cMmatpa jeaHum oj HajBehinx reomerpuuapa nBaneceror Beka. Pohen je y Jlonmony, anu je
HajBehu neo cBor kuBoTa 1po-Beo y Kanagn. Y cBojoj MiIagocTH je KOMIIOHOBAO MY3HKY
n 6mo Beh ca nmecer roamHa BemT mujaHuCT. CMaTpao je Ja cy MaTreMaTHKa M My3UKa
TecHO noBe3ane. Ha Ty temy o6jaBuo je 1962 roaune uwiaHak ,,MareMaTHKa U My3uKa™ y
KaHaJICKOM MY3MYKOM dYacomnucy. VHade, BeroBo MpeicTaBibame MOJIUTONA Ipad)oBUMa
nozceha Ha HOTHU cucTeM. [IpoBeo je 60 ronuHa Ha yHHBep3uTeTy Yy TOpoHTY 1 00jaBHO
12 kmwura. Y MareMeTH4YKOM CBETY HAjIO3HATHjU j€é HEroB paj Ha IMPaBHIHUM
MOJMUTONMMA W BHIIEAWMEH3HOHATHO] TEeOMETpUju, bHo je TOoOOpHUK KIaCHYHOT
NPUCTyNla TEOMETPUJU Tj. CHUHTETHYKOj] METOJM, alk je KOPHCTHO H aHAJIUTHUKY
TeOMETPH]Y.

KokcerepoBa kmura ,llpaBuiaHu MOMUTONM® MpeACTaBJba TOJAa3HYy OCHOBY 3a
Oyayha wucTpaxuBama TI'€OMETPHjE BHIICAUMEH3UOHAIHUX IMpocTOpa. Y KIH3U CYy
CaKyIUbCHA CBa 3HauYajHHUja 3Hama y 0BOj 00J1aCTH OJ1 BbUXOBHX II0YETaKa Y JICBETHACCTOM
BEKy I1a JI0 Jpyre MOJIOBUHE JBajieceTor Beka. Pesynratu, BehnHe MmaTemarnyapa Koju cy
OBY 00JIaCT CTBapaju, Cy CUCTEMATH30BaHU M JIONYHEHU HEMOBUM pE3yJiTaTUMa, TaKo Ja
MpeICcTaB/bajy IMOTIYH CHUCTEM 3Hama. [lo ToMe ImpeacTaB/ba MaTepHjajl paBaH
EyxmunoBum ,,Enementuma®. OH kaxe na OM Ta Kmura Morja Outu cxBahieHa kao
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HacraBak ,,Eixemenara“. KokcerepoB pam Ou ce morao ymopeautu u ca KormrujeBom
cucTeMaTu3anijoM MaTemaTHuKe peanHe M KOMIUIeKCHe aHanmu3e. OBa KmHra HHje
HaIMcaHa Kao YUOCHUK Tj. HUje T0JIe/be-Ha HACTABHE jeIMHUIIEC, ajly j€ HalKhcaHa HEIITo
JETHOCTaBHUJUM MAaTEMaTHYKHAM W METaMaTeMETHYKHUM Je3UKOM Y KOjeM IOCTOjU
METOJINYKH MPHUCTYTI O] jeTHO-CTABHHUjHX IIpeMa CIIOKEHUjUM MmojMoBrMa. HoBu mojmMoBH
ce Hajmpe yBOJE MO aHAJIOTHjH peMa Beh o3HaTHM MOjMOBHMA, a OHJIA € Aajy CTPOXKHUje
tdhopmyna-nimje. Umycrpanmje (cinuke) cy 3ag0BoJbaBajyhe, anu cy Moriie OUTH AeTaJbHUje
Kako OM ce yrTaiail JakIie yIyTro y ,,BU3yeln3anyjy objekara u3 BUImMX npoctopa. OBa
KIbUTa MPEJICTaBba TJIAaBHU M3BOP 3a Hally TeMy ,,KOHCTpYyKIHja MpaBUIHUX KOHBEKCHUX
4-monMTONAa U HUXOBUX JBOJUMMEH3UOHAIHHX Tpojekiuja“. Ha kpajy moMeHuMo joIr Heka
KokcerepoBa mema: Heeykmmacka reomerpuja, llpojextuBHa reomerpuja, [lpaBmmHu
KOMILJICKCHH TIOJIMTOIIH.
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