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JOS SEST RAZLICITIH DOKAZA JEDNE NEJEDNAKOSTI

(Yet six different proofs of one algebraic inequality)
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e-mail: dramil947@gmail.com

Sazetak. U [2] je dat jedan dokaz algebarske nejednakosti

a®>  b°
b3 c3

5
+ C—3 > a?+ b%+ c%,(a,b,c >0),
a
a u ovom radu dajemo jos$ Sest raznih dokaza te nejednakosti.

Kljuéne rije¢i: algebarska nejednakost, aritmeticko-geometrijska
nejednakost, uopstenje.
Abstract. In [2] is gived one proof the algebraic inequality
5 5 5
2 b—+c—32a2+ b% + c?, (a,b,c > 0)
a

b3 c3
and in this paper we give yet six different proofs above inequality.
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U [2] je dokazana sljedeca nejednakost

5 5 5
Y e 1)
a3

b3 c3

gdje su a, b, ¢ pozitivni brojevi.
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Ovdje ¢emo prikazati jo$ Sest raznih dokaza nejednakosti (1), a potom i dokaz njenog
uopstenja (generalizacije):

a2k+1 b2k+1 2k+1

> a’+ b%+ %k = 1. (2)

pzk—1 T 2k-1 T gzk-1 =

Dokaz 1. Na osnovu poznate nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine
za tri pozitivna broja mozemo pisati

—+ ab+ b*>3 /— ab - b?2 = 3a?

sa jednakos¢u samo ako a = b.
Analogno imamo

5 5
P tbc+ c2=3b% i S4ca+ a? =3¢
C a
Sabiranjem posljednje tri nejednakosti dobijamo
aS

5 5
S+ L+ S+ab+bo+ca+a®+b?+c? 23a% +3b% +3c%,

f.
_+b_3+2_z > 2(a? 4+ b?% + c?) — (ab + bc + ca). ®)

S obzirom da je ta¢na nejednakost (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)? = 0 ekvivalentna sa
a’+b%+c?>ab+bc+ca, 4)
iz (3) slijedi trazena nejednakost (1).

Dokaz 2. Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za
cetiri pozitivna broja, imamo

—+ab+ab+ab>4/ -ab-ab-ab > 4a?

5
l:—3+bc+bc+bc24b2

5
%+ca+ca+ca > 4¢?,

paje
+ + +3(ab+bc+ca)>4(a + b?% +¢?).

Odavde, zbog (4), slijedi Zeljena nejednakost (1).
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Dokaz 3. U [3] autor je dokazao sljede¢u nejdnakost za pozitivne brojeve
ab,c,xy,z

a? a+b+c)?
St Dyl p 09
x x+y+z

Na osnovu ove nejednakosti slijedi

a® c3 a® b3 3
a® b% 5 (7)2 (—)2 (3)2 - 5+ -+ °
b3 3 a3 ab bc ca ~  ab+bc+ca
_—3 ? 7(_ b® f)

ab+bc+ca ~ b c a

Bududi da je (v. [2], str.279; [4], str.45)

w

a

a® b3 3 2
Sttt 2 b+bc+ca|—+ +—>a + b2 +c?,

iz (6) neposredno proizlazi nejednakost (1).

Dokaz 4. Data nejednakost je ekvivalentna sa

a?yz iz Py
S (fb) +(“C) > a’+ b2+ 2

U [6] autor je dokazao sljede¢u nejednakost

a® b, @ (atbto)®
+ + z — 3(x+y+z)’

,(a,b,c,x,y,z > 0).

Primjenom ove nejednakosti dobijamo

a? b2 c2 a? b2, 2
)? n )3 n )? Gt-+2)°
b c ~  3(a+b+o)

Sada, zbog ([2]str. 16 ; [5], str.137)

2

+

a?  b: ¢

et

iz (9) slijedi nejednakost (7), a samim tim i nejednakost (1).
Dokaz 5. Na osnovu nejednakosti (8) je

a’>  b> 5 ab b® c® (a?+ b%+ c?)3
b3 3 a3~ ab3 ' be3 ' cad® T 3(ab3+bc3+cad)’
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Q)
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(")

(8)

9)
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Ako u poznatu nejednakost (x + y + z)? = 3(xy + yz + zx) stavimo
x= a’*+bc—ac,y= b*+ac—abi z= c*+ab—bc,
dobijamo (a? + b2 + ¢?)? > 3(a b3 + bc3 + ca®), tj.
ab®+ bc® + ca® < ;(a?+ b2+ c?)2. (11)
1z nejednakosti (10) i (11) proizlazi traZzena nejednakost (1).
Dokaz 6. Ako primijenimo nejednakost (5), imamo

aS bS CS _ (a3)2 (b3)2 (C3)2 (a3+ b3+ C3)2
b3 c3 a3~ ab3 bc3 ca3 T ab3+bc3+cad’

(12)
Kako je ([2], str. 111)

(a®+ b3+ ¢3)? > %(a2 + b?%+ c?)3,
iz nejednakosti (11) i (12) dobijamo nejednakost (1).

Sada prelazimo na dokaz uopStene nejednakosti (2). Koriste¢i ideju iz dokaza 1,
imamo za k + 1 pozitivnih brojeva :

a2k+1
W+ab+ b2+ b2+"'+ b2 =
k
G+ %-ab-bZ-bZ-...-m=(k+1)a2,
b2k+1

C‘Zk—_l-l_bc-l_ C2+C2+"'+C22(k+1)b2

C2k+1

——+ca+a’*+a*+-+a*=(k+1)c?

a2k—1

Poslije sabiranja ove tri nejednakosti dobijamo

a2k+1 b2k+1 C2k+1

24 524 2
b2k—1+ CZk_1+ aZk_1+ab+bc+ca+(k—1)(a +b*+c*) =
(k + D(a® + b% + ¢?),
tj.
a2k+1 p2k+1 c2k+1 ) 5 5
ot T e T o = 2(a+ b+ ¢®) —(ab + be +ca) . (13)
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Kona¢no, iz nejednakosti (13) i (4) slijedi nejednakost (2).

Napomena 1. Jednakost u (2) vrijedisamoakoa=b =c i k= 1.

Napomena 2. Specijalno, za k = 2 iz nejednakosti (2) implicira nejednakost (1).
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