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Konacne sume s binomnim koeficijentima
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SaZetak. U ovome clanku polazimo od binomnog poucka, i izvodimo razlicite konacne
sume, i dvije beskonacne, koje sadrze binomne koeficijente. lzveli smo kako se nalazi
kardinalni broj od partitivnog skupa, i dali smo jednu primjenu. Nadalje smo napomenuli,
da se neke jednakosti mogu elegantno dokazati i matematickom indukcijom. U nekim
zadacima smo upotrijebili i elementarno gradivo o derivacijama i neodredenim
integralima, koje se obraduje u matematickoj analizi, i za ocekivati je, da to gradivo moze
pratiti $iri krug citalaca. Nasli smo npr. ove sume:
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Kljuéne rijei. Konacne sume, binomni koeficijenti.
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The Final Sums of the Binomial Coefficients

Abstract. In this article we start from the binomial theorem, and perform a variety
of finite sums, and two endless, containing binomial coefficients. We performed as is the
cardinal number of partitiv set, and we gave one application. Furthermore, we note that
some equality can prove sleek and mathematical induction. In some tasks we used the
elementary material on derivatives and indefinite integral, which is treated in
mathematical analysis, and it is expected that this material can read a wider range of
readers. We found eg. this amount sums:
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Osnovna formula od koje polazimo je binomni pouéak

n n n n
(a+b)"=| [a"’+| |a"™'+| |a"%b*+...+| [a%b",
0 1 2 n
odnosno

n_n nO_n n-1p 1 n n-2p2 _nnOn
(a—h) —(Oja b [Ja b +(2Ja b —...+ (-1 (njab, (2

koji se mozZe dokazati i matemati¢kom indukcijom.
Ako u (1) uvrstimo a=b =1 slijedi

WENEHE=WEY
BT

Sada ¢emo dati jednu primjenu formule (3).

—~

1)

~—~

3)

aiz (2) slijedi

Zadatak 1. Neka je zadan konaéni skup A={a,,a,,..., a, }. Dakle broj njegovih
elemenata, tj. njegov kardinalni broj, je KA=n. Skupu A pripada partitivni skup JYA),
koji se sastoji od elemenata koji su svi moguci podskupovi zadanog skupa ukljucujuci
prazan skup i sam zadani skup. Treba dokazati, da tako definirani skup ima kardinalni broj
2" tj. kTA) = 2".

Rjesenje Z1. Neka je ¢ prazan skup, paje ¢ = A i ¢ JAA). Dakle skup FAA)

n n
sadrzi prazan skup, tj. njemu pripada broj 1:(0} broj jednoélanih skupova je (1], broj
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n n
dvoclanih skupova je [ZJ,..., broj (n-1)-¢lanih je {n :J,i jedan je sam skup A, tj.

n
1 :( j Ako sve te brojeve zbrojimo dobivamo (3), §to je i trebalo dokazati.
n
U
Napomena 1. Uzmimo npr., da je jedna peteroflana obitelj pozvana na neku
svecanost, s time da su moguce sve opcije s obzirom na to koliko ¢e se ¢lanova obitelji

odazvati pozivu. Dakle moguce je, da ne ide nitko ili ¢ak svi ¢lanovi obitelji. Pita se na
koliko nacina moze biti realiziran ovaj poziv? Svakako da je ,.en passant odgovor

2° =32, jer smo uvazili Z1. Jasno je da, kada bi se poziv odnosio na razred koji ima 20

udenika, tada bi broj moguéih odziva iznosio 2% =1048 576.

Nadalje éemo probleme iskazivati sSamo pomocu formula, i onda iste dokazivati ili
dati uputu za dokaz, a svrha toga je racionalizacija zapisa.

2n 2n 2n 2n ~

a) + + ot =241 (5)
0 2 4 2n
2n 2n 2n 2n o

b) + + o+ =221 (6)
1 3 5 2n-1

Rjesenje Z2. Ako u (3) i (4) n zamijenimo s 2n, onda te identitete zbrojimo,
odnosno od prvog oduzmemo drugi, tada dobivamo (5) i (6).

S

Uputa za rjeSenje Z3. Polazimo od

n n n 0 n 1 n n
3" =(1+(1+1)) =(Oj(1+1) +(1j(1+1) +...+[nJ(1+1) =...

Zadatak 2.

[]

Zadatak 3.

Zadatak 4. Zn:(—l)k”(m(zk:(ﬂ] =(-D)".

k=0 =0

Uputa za rjeSenje Z4. Polazimo od
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)" =@1-@+2)" =(g](1+1)° —Gj(l+1)l +...+(—1)”(2](1+1)” =

O
Zadatak 5.
ZZ( j 2n+l
k=0 j=0
gdje je po definiciji
m
[O]:L zam=012,... @)

Rjesenje Z5. Ako jednakosti

e )
@*@{2}2
(3}@{2}_ {:] ,

zbrojimo, tada je zbroj ovih lijevih strana upravo lijeva strana od (7), a zbroj desnih strana
1_ 2n+1 _ 2n+l

je geometrijski red 2° +2+2% +...+2" =1. —1, dakle suma (9) je to¢na.

Zadatak 6.
2k-1 2k 1
Z( 1)! ( ] 8)
gdie n=2k-1eNireR.

Rjesenje Z6. 1z relacije (4) slijedi, da je broj sumanada paran ako je n neparan,
dakle n =2k —1. Sada su sumandi antisimetri¢ni od krajeva prema sredini, tj. prvi ¢lan je
suprotnog predznaka od zadnjeg ¢lana, drugi je suprotnog predznaka od predzadnjeg
Clana,...; a to znaci, ako i svaki lan potenciramo realnim brojem r ne dirajuéi predznak,
slijedi (8).

U

Zadatak 7.

n n n n
(Oj32"-1+@32“-3+(2j32"-5+...+(n 1]3:%[ /44...488...89—1} vn eN. (9)
- n n-1
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Uputa za dokaz Z7. Najprije dokazimo, da je

n 2
44..488..89 = (Mj © Wne N.

n n-1

n-1 n
[44...488...89 = 2{2@ 32<“k“}+1; VYne N.
n n-1 k=0

Dakle (9) je to¢no. 1z te relacije slijedi algoritam

11 (42 488.80-1|=33..3.
2 —— —
n n-1 n
11 1424288889 —1|=33333.
2Ny e

Za ocekivati je, da npr. do rezultata

Odatle slijedi, da je

Npr.

% \/444 .. 44888 ...889 —1|=2333...33

\ﬂ_—d
1000000 1000000 1000000
0 10%0 1 0

10" 10"

nijedno racunalo ne moZe direktno do¢i, dakle mora se primijeniti teorijski dokaz.

n? (n)’ (n)? n)° (2n

Zadatak 8. + + ot = : (10)
0 1 2 n n

Rjesenje Z8. Jasno je

2n 2n 2n 2n 2n
(x+1)* = x2" 4+ x>t X"+ X"+ ..+ x°.
0 1 2 n 2n

Uzmimo, da je
(x+D)* =(x+D)"(x+1)" =

e G e]

(sada pomnozimo ¢lanove koji su na ,,istoj vertikali, i izlu¢imo potenciju X")

=[x +[(8J2 +GJ2 4{2]2 +... +£:J2}x” X
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Ako primjenimo teorem, da su dva polinoma medusobno identi¢na onda i samo onda, ako
su medusobno jednaki koeficijenti uz iste potencije, tada dobivamo (10).

0
Zadatak 9.
no(n\'n 1(2n
a 222n—1__ .
DI HESH
i<j
n - (nYn) 1(2n
b _1 i+j+1 = )
PEEbEH
i<]j
Uputa za rjeSenje Z9. a),b). Kvadriramo (3), odnosno (4), i uvazimo (10).
0

Zadatak 10.
2m\? (2n)* (2n)? 2n\’ af 20
- + -t =(-1) . (11)
0 1 2 2n n
RjeSenje Z210. Da dokazemo (11) polazimo od identiteta
(@®>-b*)*" =(a—b)*"(b+a)™. (12)

Desnu stranu od (12) mozZe se pisati u obliku

2n a2nb0 _ 2n a2n—lbl+ 2n a2n—2b2 S 2n aObZn 5
0 1 2 2n
. Kzonjbznao + (zanbz”‘la1 + (Zznjbz”‘za2 +o @:Jboazn} : (13)

Jasno je, da se &lanovi oblika a*"b®" dobivaju ako u (13) izmnozimo medusobno &lanove

jedne ispod drugih, dakle ¢lanove ,,po stupcima®, tada dobijemo alternirani zbroj. Dakle,
koeficijent od a®"b®" je lijeva strana od (11). Nadalje, ako razvijemo lijevu stranu od (12)

pojavljuje se ¢lan
2n 2n
(—1)”[ R J(az)“(bz)rl = (—1)”[ R Jaz”bzn.

Vidimo, da je koeficijent od ¢lana a*"b®" ustvari desna strana od (11), pa je time ta
formula dokazana.
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Zadatak 11.
2n)’ (2n) (2n)? 2n)’ 4 2
a) S ikl I Rl Y _Lpfen +(=D" 1. (14)
0 2 4 2n 21\ 2n n
2n)> (2n)° (2n)’ on 4 2
b) n + " + n +.ot "o ZLen -(-D" n : (15)
1 3 5 2n-1 2({2n n
Uputa za rjeSenje Z11. a), b). Ako u (10) n zamjenimo s 2n, i ako sada toj

jednakosti dodamo (11), tada nakon sredivanja slijedi (14). Analogno dobivamo (15),
samo sada od (11) oduzmemo (14).

[]

Zadatak 12.
2m\® (2n\® (2n)’ 2n\’ . (3n)!
(OJ (l] @ (Zj - 8 (15)
Komentar Z12. Provjerimo (16) za n=1.2,...;
BRHEAEEE
- + =(-1) —==-6,
o) 1) |2 &)
3 3 3 3 3
BRNEHRHEAREE RS
0 1 2 3 4 2"
Sto je tocno ...

Op¢i dokaz ove formule je dao engleski matematic¢ar Dixon (A.C. Dixon, 1865-
1936). Taj dokaz je dosta kompliciran, iako je rezultat jednostavan ([1], strana 79).

[]

Napomena 2. Svi ostali slucajevi sume potencija binomnih koeficijenata, kao i
alternirajuce sume istih, su dosta velikog zapisa, osim (16).

n(K+ ] n+k+1
> = . (17)
AL k+1
RjeSenje Z13. Sluzedi se svojstvima o sumi binomnih koeficijenata imamo:
k k k+1
+ = ,
k k+1 k+1
k+1) (k+1 kK+2
+ = :
k k+1 k+1
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k+2 . k+2 B k+3
k k+1) (k+1)
k+n N k+n B k+n+1
k k+1) | k+1 |

Ako te jednakosti zbrojimo, tada vidimo, da se dokidaju drugi ¢lanovi lijevih strana s
¢lanovima desnih strana, osim zadnjega ¢lana, tj. desnog ¢lana u zadnjoj jednakosti, s time

da smo uvazili da je drugi ¢lan lijeve strane prve jednakosti jednak nuli. Na osnhovi
iznesenog slijedi da je (17) to¢no.

0
Zadatak 14.
a) i( 1)k an =4"cosn (18)
~ 2K = T.
b) i( o<t M- gnsinn (19)
s 2k-1)" &

Rjesenje Z14. Polazimo od kompleksnog broja u Gaussovom obliku

z=1+1, (20)

odnosno u Cauchyevom obliku
z:ﬁ(cosgﬂsingj. (21)

Iz (20) i (21), nakon potenciranja's 4n slijedi

SR Gt
5 e M M ()
_ {\/E(COS%JFiSin %H " 4"(cosnz +isinnz).

Ako primjenimo teorem o jednakosti dvaju kompleksnih brojeva, tada dobivamo (18) i
(19).
U

Napomena 3. 1z (18) i (19) slijedi
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S i)+

Zadatak 15.

RjeSenje Z15.
(n+2)"=[(n+1)+1]" =

P. Sviréevié¢

2n

2.

k=1

2
4n
_1 k+1 — 24n.
n-|J

ﬂ n"*=(n+2)".

| 22)

|

n n n n-1 n 0 _ n n n n n-1 n 0
=lo (n+1) +(1](n+1) +...+(nJ(n+1) _(OJKO}] J{Jn +...+(n]n :|+
n [(n—l} L (n—l] s (n—lj 0}
= n"+ N+ L+ n" |+
1 0 1 n-1
nJ_(n—ZJ o (n—z] s (n—zj 0}
+ n" + n" 4+ n° [+..+
2L 0 1 n-2
_ n JH”‘(”‘DJnn_(n—DJ{n_(n—l)Jnn-(n—l)}+(nJ[n_n]no:
n-1 0 1 n 0

n
1

n
1

oo Gl H)

n”‘1+[

n-2
0

nj(n-n

0

n
2

n
2

n°,

n

WG

a to je lijeva strana od (22).
(]

Napomena 4. U sljede¢im problemima koristit ¢emo elementarno gradivo o
derivacijama i integralima, koje se obraduje u Cetvrtom razredu srednje $kole, a iz
n n
B,(n)=|  |1“+| |2+
1 2

mnemotehnickih razloga dajemo D1 i D2.
n
3.+
3
Definicija 2. Neka je

D n k n k n k n+1 n k
s 0-(7Jt () (s oo (o

Zadatak 16.

n n n n .
B,(n) :(1J1+[Zj2+(3)3+...+[njn =n2""
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Rjesenje Z16. Ako identitet
. (n n ny , ny .,
1+x)" = +| X+ X+ X
0 1 2 n

deriviramo po x, tada slijedi

n n n n
( jl+[ JZX—I—( ]3x2+...+[ jnx“‘lzn(1+x)”‘l, (24)
1 2 3 n

pa ako sada izvrS§imo specijalizaciju za X =1 slijedi (23).
U

Napomena 5. 1z (23) dobijemo

@n +@(n—1)+@(n ~2) +...+(n'1J1= 2", (25)

n n
ako koristimo svojstvo binomnih koeficijenata {kj :{n kJ'

Zadatak 17.
N, N,z n\,2 n 2 n-2
Bz(n):(ljl +(2J2 +(3J3 +...+(an =n(n+1)2" " (26)

Uputa za rjeSenje Z17. AKo obje strane (24) pomnozimo sa X i deriviramo, tada

dobijemo (26) nakon specijalizacije za x =1.
O

Zadatak 18.

a) B(n)—(nJ13+£nJ23+(nJ33+ +(an3—n2(n+3)2”‘3
R 2 37 T ln) '

b) B(n)—[nJ14+[n]24+[n]3“+ +(n]n4—n(n+1)(n2+5n 2)2" 4
S 2 3)7 ) - '

n n n n
¢) Bc(n)=| [°+| |2°+| [3+..+| [n°=n*(n®+10n*+15n-10)2" ">
° 1 2 3 n

Uputa za rjeSenje Z18. Postupak je slican kao u prethodnom zadatku.
Provjerimo npr. B.(n) za n=2. Dakle

2 2
B.(2)=| |1°+|_|2°=2+32=34
> 1 2
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B.(2) =22 (2° +10-2% +15-2-10)2% 5. = 34,

a to smo 1 oc¢ekivali.

Zadatak 19.

_ n n n [N
B,(n) = (Jl—(JZ+(3)3—...+(—1)”* [n]n =0; n>1. (27)

Rjesenje Z19. 1z

. (n n ny , S
(1-x) :(Oj_(l}(J{ZJX —..+(-D (n]x

nakon deriviranja slijedi

(:jl—(2j2x+(gj3x2 —t (—1)”*1[:jnx" =n(l-x)"" (28)

Nakon specijalizacije n=x =1 iz (28) slijedi da je 1=0°, a posljedica toga neodredenog
oblika je, da (27) ne vrijedi za n=1.
O

Zadatak 20.

Bo)=| [N M3 = ey "k =0; nsk (29)
“ 1 2 3 n

Rjesenje Z20. Ako promotrimo (28), tada zakljuujemo da taj identitet moramo
pomnoziti sa X i onda ga derivirati. Taj postupak pocéevsi s (28) moramo napraviti jo$
(k —1) puta, da bi dobili oblik

n k n k n ky2 _1\n+l n k n
[Jl (2)2 x+(3j3 X*—...+ (-1 (njn X", (30)

Jasno je, da suma (30) sigurno sadrzi ¢lan (1—X)"*, koji ¢e nam generirati neodredeni
oblik 0° za posebne vrijednosti ako je X=1 i n=Kk, odnosno ta suma neée biti

definirana za X=1 i n<Kk. No, suma (30) je jednaka 0, ako je N>k i Xx=1, jer
sumandi nakon k deriviranja i mnozenja sa X sadrze faktore (1— x). Dakle, formula (29)
je u potpunosti dokazana.

Provjerimo (29) za k =4 i n=5. Buduéije N>k, onda mora biti

() (5)oe (5)ae (5),e (5)ee ~
B()=| [t~ |2 +| 53| , 4" #| 5 | =5-160+810-1280 + 625 =0,

Ako je npr. n=k =3, tada je

_ 3 3 3
B,3)=| |P—| [2%+| [3*=3-24+27=6=0.
1 2 3
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Napomena 6. U formuli (22) moZemo izbaciti uvjet n>Kk, pa bi se ona mogla
ovako prikazati u eksplicitnom obliku;

_ n+k), (n+k).. (n+k),. nakar[ N+K K
B,(n+k)= 1 1 - 5 2" + 3 3 —..+(-) Nk (n+k)* =0.

n n n+1 _
Zadatak 21. zi 2 -1 (31)
—k+1lk n+1

Rjesenje Z21. AKo identitet
n n ny , ny , N
+ X+ X+ (X =(A+X)
0 1 2 n

neodredeno integriramo, onda dobivamo vezu

n n n n
L I L I L S x“*lzi(l+x)”*l+c,
110 2\1 32 n+1in n+1

iz koje se dobije konstanta C = Ll za x =0, paidentitet prima oblik
n+

n n n n
R T L NI L T x“”:i(ljtx)””—i.
1{0 2(1 32 n+1\n n+1 n+1

I konaéno ako u (25) uvrstimo X =1 dobivamo (31).

0
Zadatak 22.
LEDE (M1 1
Y kZ; k+1 (kJ_ n+l 0l(n+1) (32)
- (D (m_ 11
) éM(kJ_ n+2 Un+2)° (33)
. (—1)k n _ 1 B 1
K kZ; (k+1)(k +2)(k +3) (kj_ 2(n+3) 2i(n+3)’ (34)
d) Generalizacija;

Z": (D" n_ 1
(K+1)(k+2)-..-.(k+m) k) (m-!(n+m)’

k=0
gdjeje m=123,...

Uputa za rjesenje Z22. Polazimo od identiteta
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(SJ_G]XJ{ZJXZ — e+ (D" (:jx” =(1-x)".

Analognim postupkom kao u Z21 dobivamo (32), (33), (34),... i matemati¢kom
indukcijom bi mogli do¢i do opéeg slucaja d).
Provjerimo (32) za h=3;

1(3) 1(3) 1(3) 1(3 3 1 1 1
e I e U e I e I el e
110, 2\1) 3{(2) 4.3 2 4 4 3+1
Zadatak 23.
n n
coskp =2" (cosgj cosn?.
k 2 2

b) sinkp = 2" (cosfj sin?.
~| k 2 2

Uputa za rjeSenje Z23. a), b). Neka je z =cose +isin¢@ kompleksni broj. Dakle
|z| =1. Iz jednakosti

]

(1+2)" =(1+cosp+ising)" :2”(005%] (cosn%pﬂsinn?ﬂ

i iz jednakosti

(1+2)" = ZU(‘]zk - Zn:(rk]j(coskw isinke)

k=0 k=0
slijede dani identiteti.

0
Zadatak 24.
n(n) . o) . n+l
a) Y k| |[sinkg= nz“(cos—j sin——o.
~"| 2 2
: n n-1 ¢ i n + 1
b) > k| |coskp=n2""cost | cos——e. (35)
" k 2 2

Uputa za rjeSenje Z24. a), b). Ako deriviramo identitete Z23 a), b) po varijabli ¢,
tada dobivamo formule Z24 a), b).
U

Napomena 7. Ako bi u Z35 b) uvrstili ¢ =0, tada bi dobili (23).
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Zadatak 25.

n-2
a) Zk [ ]coskgo n2" 2(005(5) (ncosnTJrz(p+cosg(pj.
n-2
b) Zk ( jsmkgo n2"" 2(cos§j (nsinizzgoﬂinggoj. (36)

Uputa za rjeSenje Z25. a), b). Ako deriviramo identitete Z24 a), b) po varijabli ¢,
tada dobivamo formule Z25 a), b).

O
Napomena 8. Vidimo, ako u Z25 a) uvrstimo ¢ =0, tada dobivamo (26).
Zadatak 26.
n 1 1(n) .
_[(cosx) cosnxdx =——| 2x+ > =| " |sin2kx |+C. (37)
2 =k {k
N 1 &G1fn
j(cosx) sinnxdx=———+>"=| " |cos2kx+C. (38)
2"k k

Uputa za rjeSenje Z26 a)b). Ako u Z23 identitete neodredeno integriramo i
izvr§imo supstituciju @ = 2x, tada dobivamo (37) i (38).

D
n.(n
Zadatak 27. a) I(cosx)"’lsin(n+1)xdx=— 2“2( jcoska+C.
k=1
b) j(cosx)”‘lcos(n+1)xdx_ (jsinka+C,
k

Uputa za rjeSenje Z27.2), b). Rezultat slijedi iz Z24 ako ¢ zamjenimo s 2X i

izvrSimo neodredeno integriranje.
(]

17;} +5gn (sin 2n _17[)) (39)

Uputa za rjeSenje Z28. Ako u formuli (36) n zamijenimo s 2n—1 i supstituiramo

Zadatak 28.
C k+1 of2n-1 n_2 . 2n+
DDk -1) =(2n-1)2"2| (2n-1)sgn| sin
= 2k -1

Q= % , tada dobivamo (39).
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Napomena 9. Provjerimo (35) za n = 4. Dakle

Tt

a desna strana od (35) je 7-4(7-1-1) =168, $to smo i o¢ekivali.

P. Sviréevié¢

Napomena 10. Na kraju ¢éemo dati dva problema s beskona¢nim redovima, gdje
se pojavljuju binomni koeficijenti, ali ¢emo koristiti ove dvije dobro poznate relacije iz
matematicke analize:

In2:1—1+£—£+1—..
2 3 4 5
1 1 1 1 1

RETR TR

- n n(_l)k n
Zadatak 29. ~1 —In2.
adatak 29. ) ( )(kz(;kﬂ Kk

n=0
RjeSenje Z29. Ako uvazimo (40), tada iz (32) dobivamo (42).

Zadatak 30.

0

Rjesenje Z30. Vidljivo je, da:

(32 =Y (n +1)%(”j 1

£ k) o
" (Dt (m)_1
(@)= 2 (n+2) k+D)(K+2) (kj_ n’
. (D) np_1 |
G) = 2+ kD (kj_ 21"

. (D" ny_
mZ:(“)(n + m)kZ:(‘; (DK 2) (e (kj =e=2,71828182...

(40)

(41)

(42)

(43)

i kada te jednakosti zbrojimo dobivamo (41), a to znaci da je (43) tocno. Dakle, i broj e se

moze ,,izgraditi“ pomocu binomnih koeficijenata. Svakako, da ovo nije jedini nacin.

istih.

Napomena 10. Postoje i druge mogucénosti za prikaz ovih matematickih konstanti
(In2, e, r, ...) pomoc¢u binomnih koeficijenata. N0, Svi prikazi nisu pogodni za izracun

I na kraju navedimo tri reda i njihove sume, do kojih nije jednostavno do¢i:
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- -1 © (o)}
Z(—l)n_l[znj n’12_”=%ln2, Z(nnj n_1=%ﬂ'\/§,

n=1 n n=1

-1
Z (3n
Z[ j 2-“:2—;)(20-12|n2+11;z);

aone sadrze In2i 7.
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