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Sazetak. U ovome ¢lanku ¢emo se baviti zadacima, kako naslutiti vrijednosti od sedam
neodredenih oblika, ali tako da najprije damo svojstva funkcija, do kojih se moze doci
primjenom matematicke analize. Zatim ¢emo numeri¢kim izraCunom potvrditi dane
tvrdnje. Grafove funkcija ¢emo napravili pomocu programa GSP (The Geometer's
Sketchpad), jer je to jednostavni edukativni program dinamicke geometrije. Numericki
izraun ¢e biti izveden pomocu znanstvenog kalkulatora (scientific calculator), koji je
instaliran s Windowsima. Naglasimo, da se ponekad uzastopnim primjenama
I'Hospitalovog pravila ne moze do¢i do cilja, pa je onda u praksi (fizika, kemija,
biologija, ekonometrija, ...) pogodna ova numeri¢ka metoda. AKko bi htjeti izbje¢i ovu
metodu, tada treba provesti kompliciraniju teorijsku analizu.

Kljuéne rijeci. Neodredeni oblici, The Geometer's Sketchpad, znanstveni kalkulator.

The Indeterminate Forms Using GSP
and The Scientific Calculator

Abstract. In this article, we will deal with assignments to summon the values of seven
indeterminate forms, but first we give function properties, which can be obtained by
applying mathematical analysis. Then we will validate the given statements by numerical
calculation. The graph function is done using GSP program (The Geometer's Sketchpad),
as it is a simple educational dynamic geometry program. Numerical calculations will be
performed using a scientific calculator, which is installed with Windows. Let's emphasize
that sometimes the consecutive applications of the I'Hospitals policy cannot reach the goal,
so then this numerical method is appropriate in practice (physics, chemistry, biology,
econometrics, ...). If you would like to avoid this method, then complicated theoretical
analysis should be carried out.

Keywords. The indeterminate forms, the geometer's sketchpad, the scientific calculator.
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Napomena 1. Svakako, da se umjesto GSP-a mogu primjeniti i drugi programi
(npr.: Matlab, Maple V, Mathematica,...) za provjeru danih tvrdnji, koje se odnose na
neodredene oblike. Pretpostavka za Citanje ¢lanka je poznavanje uglavnom elementarne

matematicke analize. Nadalje recimo, da ¢emo u ovome ¢lanku primijenili oznaku < > za
otvoreni interval a () za koordinate tocke.

Kolokvijalnost i nedefiniranost u matematici

Kolokvijalnost  je zastupljena u gotovo svim naukama pa tako i u
matematici. Taj nacin izraZavanja je ¢e$¢i u ,,niZoj* matematici nego u ,,visoj*, a to
su uglavnom mnemotehnicki razlozi. Tako npr. kod uvodenja trigonometrije
vezane za pravokutni trokut se kaze, da je sinus Siljatog kuta jednak omjeru tome
kutu nasuprotne katete i hipotenuze, a trebalo je re¢i, da je sinus mjere §iljatog kuta
u stupnjevima (ili radijanima ili gradima) jednak omjeru duljine nasuprotne katete i
duljine hipotenuze. Nadanje, vezano za navedeni pojam dajemo jo§ samo jedan
primjer. Naime, &esto kazemo da je Y =Kkx+1 pravac, a trebalo bi reéi, da je to

jednadzba pravca, jer je pravac zapravo osnovna tvorevina euklidske geometrije
koja se ne definira. Tom kostatacijom nemogucnosti definicije pravca Hilbert je
revidirao Euklida. Naime, ako bi pokusSali definirati pravac pomocu ravne
beskonac¢no duge crta (ili na neki drugi nacin), tada bi takva definicija generirala
cirkulus viciozus. Dodajmo, da isti status imaju to¢ka i ravnina, dakle i te tvorevine
ne definiramo, ve¢ ih ad hoc prihva¢amo kao jasne.

Sada ¢emo navesti tri primjera, kada tri smislene definicije formalno
proSirujemo u svrhu vec¢ih operativnih moguénosti. Tako rade¢i s potencijama,
znajuéi $to predstavlja baza a Sto eksponent potencije, dodajemo jo$, da je po
definiciji a® =1 ako je a=0. To je napravljeno zbog toga, da se formalno mogu
izvoditi osnovne operacije s potencijama uz jo§ neke dodatke. Nadalje, navest
¢emo, da je broj permutacija konacnog broja elemenata dan s vezom
nl=1-2-...-(n—1)-n,gdje je n € N. No, nama bi iz prakti¢nih razloga trebao i
oblik 0!, ali da ima vrijednost 1, pa onda definiramo da je 0!=1. Svakako, da taj oblik ne

mozemo interpretirati u smislu permuturanja elemenata, ali ako ga uvazimo, tada imamao

. . 1 1 1 1
zgodan zapis da je npr. e :a+ﬂ+§+§

ovaj oblik nije jo$ bio definiran (npr. [3]), tada je navedeni red zapisan u obliku

+... Medutim, u starijoj literaturi, kada

e=1+ % + % + % +... I konaéno, zanamo znacenje i zapis binomnog koeficijenta,

n n=1- -(n— n n n+1
koji glasi _n (h=1-.-(" k+1), a ima svojstva + _[ M i
k k! k k+1 k+1

n n
(sz(n k]’ gdje je n,k € N i n > k. Medutim, da bi imali funkcionalnu i
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n
,estetsku® primjenu morali smo jo§ definirati da je (OJ =1, pa ¢ak definiramo i

0 0
(OJ =1 da bi Pascalov trokut imao ,,vth“, jer je (a+b)’ = (O] =lakoje atb=0.

Primijenimo li izneseno npr. na identitet (a+b)™ =a' +10a’b+45a’h® +... + b*,
tada dobivamo oblik, koji se lako pamti

(a£h) = 10 ab? + 10 a’bt+...+ 10 a’h®,
0 1 10

No, bio bi problem, da trebamo ispisati razvoj ovog oblika i pomocu Pascalovog
trokuta, €iji su elementi prikazani u razvijenom obliku, a ne pomoc¢u binomnih
koeficijenata, dakle morali bi ispisati 11 redi toga ,,trokuta“. I na kraju vidimo, da
je korisno nekiput definicije prosiriti.

Neodredeni oblici

Neprekinutosti i grani¢ne vrijednosti funkcije spadaju u temeljne pojmove
matemati¢ke analize, i zato o tome govoriti sazeto je isto kao ,,hodati po uzetu®.
Svakako, da u tome podrucju kolokvijanlo izraZzavanje moZe generirati velike
zabune. Mi ¢emo ipak sada pokusSati iznijeti najbitnije ¢injenice vezane za neke
neodredene oblike. Tih neodredenih oblika ima sedam i to su:

o0 —00,0-00,0/0,00/00,0°%, 0%, 1",
Neka su dane funkcije f:D, - K, i g:D, - K, gdje je x, e D; nD,.
Nadalje, neka je su one neprekinute za x, i neka je f(x,)=g(x,)=0,0nda
kazemo da funkcija T ima neodredeni oblik % . Pretpostavljamo, da je x,

9(x)
. . T(X)
jedini za koji je g(x,) =0. Nademo li lim 90
X—>Xg X

re¢i da smo ,,odredili vrijednost* toga neodredenog oblika, odnosno kvocijentne
funkcije h(x) :%. Svakako, da je lim f(x)=lim g(x) =0, jer su te funkcije
g(x X=Xy X=Xy

, ako taj limes postoji, tada ¢emo

neprekinute za x = x,,pa iz toga slijedi da je i funkcija h(x)z% Za X=X,
g(x

definirana i neprekinuta.

Jasno je, da bi mogli analogne diskusije napraviti i za ostale neodredene
oblike. No, moramo biti oprezni kod zapisa ovih oblika, jer bi mogli do¢i do
paradoksa. Naime, kada bi jednostavno eksplicite pisali da je
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. x>=-1 0 .o x3=-1 0
lim =—=..=21lim
-1 x-1 0 x»1x-1 0

tada bi na osnovu svojstva znaka '=' mogli zakljuéiti da je 2=3,a to je paradoks.
Naime, prisjetimo se, da je binarni predikat ,, = ““ (jednakost) relacija ekvivalencije
(ne¢emo davati strogu definiciju), zato jer je: refleksivna, dakle a=a; simetricna,
dakle (a=b)= (b=a) i tranzitivna, dakle ((@a=b)&(b=c))=(a=c). Na
osnovi iznesenog zgodno je onda neodredeni oblik stavljati u zagradu, da samo
imamo na umu 0 kojem se neodredenom obliku radi, ali neCemo primijenjivati
svojstvo tranzitivnosti jednakosti na te oblike, a to znaci da necemo time dolaziti
do paradoksa. Dakle, prijasnje primjere ¢emo onda pisati u obliku

2_ 3_
lim 2 1:(9):...:2ilimx 1:(9}...:3.
-1 x—-1 0 -1 x—-1 0

No, ako se radi o grani¢noj vrijednosti iste funkcije za istu apscisu, tada mozemo

formalno pisati da je (c0—o0) = (fj kao u Z1. Svakako, da moramo biti oprezni i
o0

s grani¢nim vrijednostima lim 1 ol lim 1 0, jer eksplicitni zapisi % =00l

x=>0 X — o X
1 =0 takoder mogu dovesti do paradoksa. Napomenimo jo$, da je lim 0* =0 i
o0 X—> o0
lim 07" = oo,

Analizirajuéi funkcije neki put moramo razlikovati: +0 od —0, 2+0 od
2-0,... Tako npr. dobivamo da je

. 2x%P—x-1 A 2x? —x -1
im === ~— =400l lim === —=

> > e = — 00,
x>-1-0 x° -1 X—> —1+0 X =1

dakle beskona¢no mali pomak lijevo ili desno bitno mijenja vrijednost funkcije,
premda se tu ne pojavljuju neodredeni oblici. U strogoj analizi mi bi umjesto
—1+0uzimali —1+ Ax. Dakle, drugi limes smo racunali ovako:
2
im 2X : X 1: im 2x+D(x-1) _ lim 2x+1:
X— —14+0 X —1 x— 140 (X+1)(X_1) x=>-1+0 X +1

. 2X+1 (-2+0+1 -1 -1
lim = = | = |=— 0.
x>-140 X +1 -1+0+1 -1+0-1 +0

Da nismo razlikovali lijevo i desno priblizavanje broju x=-1, tada bi
izravnim uvrStavanjem tog broja dobili samo jednu grani¢nu vrijednost. Naime,

kada bi nacrtali pomo¢u GSP-a graf funkcije f(x) = #Xl_l tada bi vidjeli da
X
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je za x=-1 funkcija razlomljena, tj. pravac x+1=0 je vertikalna asimptota za
obje grane grafa te funkcije. Prema tome ovom plauzibilnom metodom postupak
trazenja grani¢ne vrijednosti funkcije se ubrzava.

Sada idemo na rjeSavanje zadataka i primijenu izreCenog o neodredenim
oblicima.

Zadatak 1.
lim f(x)= Iirp (\/Xz+5X+8—\/X2+X+2)=(oo—oo)=i-2. 1)

X— t o

RjeSenje Z1. Matemati¢ka analiza. Prikaz funkcije f(x) je dan na SI.1.
Nabrojat ¢emo neka njezina svojstva. Domena te funkcije je D= R, a kodomena je
K =<—2,2>. Mozemo pokazati, da je nad ¢itavom domenom f’(x)>0, pa

jednadzba f’(x) =0 nema realnih rjeSenja, dakle ne postoje lokalni ekstremi.

Slika sugerira, da je lim f(x)=+2, a to zna¢i da imamo dvije asimptote
X— £ ©

paralelne sa osi x, ¢ije su im jednadzbe as;,..Yy+2=0. I konacno, tocke

S,(=3/2,0) i S, (0O, J2) su sjeciita krivulje s koordinatnim osima. Sada é¢emo

postupcima matematicke analize dokazati (1).

Ako racionaliziramo brojnik funkcije (nazivnik je 1), tj. rijeSavamo se
korijena, tada slijedi

) ) 4X+6 0
X o0 2 15X +8 4 X2 +X+2 \®

. 4+6/x 4
=lim = =2,
=0 145/x+8/x% +V1+1/x+2/x> 1+1

No, to smo mogli dobiti i primjenom I'Hospitalovog pravila nakon racionalizacije
brojnika. Ako pogledamo izneseno, tada iz dobivenih rezultata slijedi formalni

S 00 . o y
identitet oo —o0=—=2, Koji je vezan za zadanu funkciju i za to¢no odredenu
o0

vrijednost iz njezine domene. Svakako, postoje i druge funkcije za koje vrijedi taj
formalni identitet. Da bi dobili i drugi limes, onda mozZemo postupati ovako:

lim £(0= lim (VX +5x+8 X2 +x+2) = lim (¥ =5x+8 -t ~x+2)=..==2,

X -0 X - x>+ o

dakle zamijenili smo x sa — x.
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Gios y
asimptotai L naosy ... y-2=0
o
B

- asimptota L naosy ... y+2=0

- Slika 1.

Numericki izracun. Ako sada uzmemo da je x, veliki broj, tada ¢emo
dobiti da je f(x,)=1.999..9a..(a=9), a to znaci da je (1) vjerojatno tocno.

Pokazimo, da pretpostavka ima smisla, ako doslovno ukucamo u kalkulator sve
vedii vedi x racunajuéi f (X), pa tako dobivamo:

f(10') =1.986...,f (10°) =1.99983..., (10°) =1.9..98..., f (10°) =1.9..98...,

5dec. 11dec.

f(10°) =1.9..98...—> 2.

17 dec.

Dakle, ,,Cistim*“ rac¢unanjem razumno je ocekivati, da je (1) tocno, a sve se lijepo
,,vidi“ na Sl.1. Sli¢éno dobivamo:

f(—10") =-1.9758 ..., f (~102) = —1.99981 ...,

f(-10°)=-19..98..., f (-10°) =-1.9..98..., f (-10°) =—1.9..98... > 2.

5dec. 1ldec. 17 dec.
U
Zadatak 2.
lim £ (x) = lim xIn [1+g]:(oo-0):2. @
X— o0 X— 0 X

Rjesenje Z2. Matematicka analiza. Graf funkcije f(x) je prikazan na

Sl.2., a sve to mozemo opravdati analizom dane funkcije. Mozemo pokazati, da je

domena te funkcije I =(—o00,—2) (0, ), a kodomena je K=(0,2)u(2,).

Nad ¢itavom domenom funkcija raste, dakle f’(x)>0, prema tome lokalni
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ekstremi ne postoje. Postoje dvije asimptote: as L naosy ..y—2=0; as L
naos x ...x+2=0. Dokazimo (2):

lim f(x) =

1 V2 2 7\ 2
= lim In [1+—j =(0%)=(t=x/2)=IlimIn (1+—J =Ine*=2.
x/2—>0 X/ 2 t— o0 t

Mozemo pokazati da je 1
. . 2
lim f(x)= lim xln(1+—]=...=2.
X— — X— — © X

Losy

rasimptota L naosy ... y-2=0

f(x)= xln(l+§) iy

g t t t 16 t t t L t t t ] t -11 t t «1 t z‘ t t t ; t t t t t ; t t t N
_ * X— 0
asimptota L na 0s ;... x+2=0

- Slika 2.

Numericki izra¢un. Ako uzmemo, da je x, veliki broj, tada ¢emo dobiti da
je f(x,)=1.99..9a..(a=9), a to znaci da je (2) vjerojatno to¢no. Na SI.2.
,vidimo* kako desna grana krivulje raste prema vrijednosti 2, kada X — co. Npr.

f (10®) =1.9980026626 ..., f(10°)=1.9..98..., f(10°)=1.9..98...,
= §
f(10%)=19..98...,...—> 2.

11
No, ako bi uzeli, da je x =10"°"°°" tada bi pomo¢u kalkulatora dobili upozorenije,

da unos nije valjan, jer je za njega x =10"°%° =0 a In (1+ 1010%) =0, dakle
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trebalo bi izracunati besmisleni produkto -0. Prema tome, zakljucujemo, da je (2)

to¢no.
]

Zadatak 3
X—2
lim f(x)= lim ﬂ:(gjzmzﬂ. 3)

X—2+0 X—>2+0 X—2

RjeSenje Z3. Matematicka analiza. Ako primijenimo I'Hospitalovo pravilo,
tada je

X—2 _ ’ X—2
lim foo= tim & *FX=9"_ i %:lnzu.

X—2+0 X—>2+0 (X—Z)' X—2+0

Dobili smo, da su lijevi 1 desni limesi medusobno jednaki i konac¢ni s obzirom na
X, = 2, a to znaci da je funkcija za tu vrijednost neprekinuta. Graf funkcije f(x)

je dan na Sl. 3. Vidimo, da je domena te funkcije D=R a kodomena je ]K:<1,oo>.

Nad citavom domenom funkcija raste, dakle f’(x)>0, pa lokalni ekstremi ne
postoje. Bez I'Hospitalovg pravila je

X—2 _
lim f()= lim 2 X735 gim 1ot 1)y
X—>— 0 X—>— 0 X—2 X—>—o0 X—2 (X—2)2 *

a to znaci da je asimptota paralelna sa osi X dana jednadzbom y —1 = 0. Vidljivo je,
daje lim f(x)=+o.

X—>+00

3

In 2+1=1.693 147 ...| f
SOWS._——"A@2, In2+1)

asimptota Lnaosy..y-1=0r  °702*0 05 X

t t t t ——¢—— t t
8 6 1 2

1t

| slikas.
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Numericki izracun. Bududi je Iir2n0 f(x)=(0/0), to znac¢i da se broju

X, =2 moramo priblizavati s lijeve strane, pa onda s desne strane (ili obratno).
Ako te vrijednosti budu konvergirale broju

IN2+1=1.693147180559945...(vrijednost prvih1l5 decimala),

tada ¢emo na grafu ,,vidjeli®, da je funkcija neprekinuta za x, = 2.
Dakle, ako idemo s lijeve strane prema broju 2, tada dobivamo:

f(1.999)=1.692...,
2

f(1.99..9)=1.69314 6...,f(1.99..9) =1.69314716..., f (1.99..9) =1.6931471805597...,

6 9 12

5dec. tocno 7 dec.tocno 12 dec. tocno

atoznacti f(1.9..9)=In2+1. Idemo sada s desne strane broju 2:

0

f (2.001) =1.6933...,
3

£(20..01) =1.693147 4..., f (2.0..01) = 1.6931471808..., f (2.0..01) =1.69314718056...,

6 12

6 dec. tocno 9 dec. tocno 10 dec.tocno

itozna¢i f(2.0..01) = In2+1.Dakle, i numeri¢ki smo ,,dokazali* da vrijedi (3).

L . : 2°24+2-3 (0

Napomenimo i to, da ako poku$amo izracunati f(2) = % = (6) ,

tada racunalo ,,kaze*: , Rezultat nije definiran*; zato smo se broju 2 priblizavali s
obje strane, i time potvrdili neprekinutost funkcije f(x) za tu vrijednost apscise.

[

‘

Zadatak 4.
2
lim f(x)= lim XX+ (Ej 1, (@)

X—>+ o0 xeiooxz_x_{_l_

RjeSenje Z4. Matematicka analiza. Metodama matematicke analize
mozemo do¢i do rezultata, koji se vide i na S1.4. Naime, domena je D = R a
kodomena K= [1/3, 3]. Nadalje, ta funkcija je neprekinuta, jer je x> —x+1=0, te
ona ima dva ekstrema i horizontalnu asimptotu. Tako slijedi, da je:

f...(-)=1/3, f_ (1) =3, asimptota paralelnasosix..y—-1=0 (Sl.4.).
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Vidimo, da je f(x)<1 nad intervalim (—o,0), a nad intervalom <O,oo> je
f (x) >1.Nadalje, f'(x)<0 (krivulja pada) nad intervalom (—o0,—1)J(1,00), dok
je f'(x)>0 (krivulja raste) nad (—1,1). Prema tome lim f(x) =1, dakle ona se
nad intervalom (1,.0) priblizava asimptoti padajuci. 1 konacno, x|in:l f(x)=1,

dakle ako X — —oo, tada se krivulja priblizava asimptoti rastuci.

Tosy
xert | (x-a)+(x-a)+1
Nt | T ap(ea)+

asimptota L naos Y ... y-1=0 e (1)=3

"ttt t ———+—+—+— +—t
14 12 10 8 6 4 2 -1 1 2 4 5
a4

1 1
frmin (-1) :E 21

T Slika 4.

Numericki izracun. Proanalizirajmo slu¢aj X — oo. Dakle:
f (10°) =1.0020019..., f(10°)=10..02..., f(10°)=10..02...,
2 5 8

f(10%)=10..02..., = lim f(x) =1,
" X—> o0
Analognim postupkom dobivamo:
f(-10°)=0.998..., f(-10°)=09..98..., f(-10°)=09..98...,
2 5 8

f(-10%)=09..98...,,= lim f(x)=1.
11 oo
Zadatak 5.
lim f(x)= lim 0(2 —x)? 7 =(0% =1. (5)
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Rjesenje Z5. Matematicka analiza. Domena od f (x) je ]D)=<—oo, 2>, a
(2-1/e)=e"*. Nad

intervalom <— ©,2—e 1’e> funkcija pada, jer se moze pokazati daje f’(x)<0; a

kodomena K= [e‘“e oo ). Minimum funkcije je

mln

nad intervalom (2-e"¥¢,2) ona raste, jer je f'(x)>0, Sto se takoder moze

provjeriti.
Budu¢i se ovaj limes ¢ini nesto slozeniji nego u predhodnim slucajevima,
pa ¢emo ga izracunati pomocu I'Hospitalovog pravila. Naime, iz (5) slijedi

lim Inf()= lim Ollr;((zz X) _( L'Hospitalovo pravilo)
m M m (x-2)=-0,

" x>2-0 1/(2 X) x—2-0

atozna¢i lim f(x)=e %=1, §to smo i o&ekivali.

x—2-0

Tin (ko) =€ ¢~ 06922

1 xp=2-eter6312

- Slika 5.

Numericki izracun. Ako uzmemo da je x, jako blizu broju 2 npr.
X, =1.999...9 (moramo se sa lijeve strane ,,priblizavati* broju 2, jer s desne strane
funkcija nije definirana), tada ¢emo dobiti da je

f(X,)=0.999..9a.. (a#9),

a to znaci da je (5) vjerojatno tocno. Na SLS. ,,vidimo* da vrijednost krivulje raste
od e *° ka1, kadaxrasteod 2—e™* do 2-0.
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Npr.

——
10

f(19..9)=09..96.., f(19..9)=09..95.., f(1.9..9)=09..95.., = f(1.9..9) =1.
5 5 T T T =

21

f(1.999) = 0.993..., f(L9..9) =09..98... f(19..9)=09..97.., f(19..9)=09..97..,
2 6 4 9 7 12

Zanimljivo je, da bi i pomocu kalkulatora dobili da je
f(2-0)=(2-2+0)>*° =1.

Zadatak 6

lim f(x)= lim (

x— 0.5+0 x— 0.5+0

ZX_J — (@) =1 ©

Rjesenje Z6. Matematicka analiza. Funkcija f(x) ima domenu D
=(1/2,%) i kodomenu ]K:(O,e”e]. Dobivamo da je f_ (0.5(1+e ")) =e"".
Asimptota je os x. Funkcija nad intervalom <1/2, el’e> raste, jer je f'(x)>0, a
nad intervalom <e1’ e,oo> pada, jer je f'(x) <0. Mozemo pomocu matematicke
analize izvesti predznake prve derivacije.

16 : 1

1 frmax (Xo)=e e 1.44467
“T10SYy

= Slika 6.

Numericki izracun. AKo uzmemo, da je x, jako blizu broju 0.5 npr.
X, = 0.5000...01 (moramo se sa desne strane ,,priblizavati“ broju 0.5, ali lijevije od
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0.5(L+e™™)), jer lijevo od 0.5 funkcija nije definirana, tada ¢emo dobiti da je
f(x%,) =1.000...0a...(a=0), a to znali da je (6) vjerojatno tocno. Sada na SI.6.

,.vidimo*, da vrijednost funkcije pada od e® " prema 1, kada x pada od 0,5(1+e™)
prema 0.5+0. Npr.

f(0.501) =1.01..., f (0.50001) =1.0002...

(0.50...00) =10..03..., f (0.50..00) =10...04..., f(0.50...01) =10..06..., = f (0.50...01) =1.

6 6 9 9 12 12 o

Zadatak 7.
lim f(x) = lim (1+ zi) =(1") =Je =1,648721270700128...  (7)
X—> 00 X

X—> 0

RjeSenje Z7. Matematicka analiza. Dokazimo (7). Ako wuvaZimo

: 1)
lim (1+ Ej =¢e (to jedan od najvaznijih limesa u matematici), tada je

t>w
1 X 1 2% 1/2
lim f(x)=lim|1+—| =(1*) = lim ||1+— =e.
X—> 0 X—> 0 2X 2X— o 2X

Graf funkcije je prikazan na SI.7. Domena funkcije f(x) je D
=(—o0,—0.5)U(0, ), a kodomena iste je ]K:<1, \/€>u<\/g,oo>. Nad ¢itavom
domenom funkcija raste, dakle f’(x)>0. Lokalni ekstremi ne postoje. Postoje
dvije asimptote: as L naosy .. y—\/E:O, kojoj se desni krak funkcije
priblizava rastu¢i, kada X—>oo,a lijevi krak se priblizava padajuc¢i, kada
X — —oo. I konaéno, ako se broju — 1/2 priblizavamo s lijeve strane, tada lijevi
krak krivulje sve viSe raste i priblizava se as L naos x ...2x+1=0, tako da je

xgll—q)z—o F 00 =co.

Numericki izracun. Ako uzmemo da je x, veliki broj, tada je
f(x,) =1.648 721 270 700 128 ...,
a to znaci da je (7) vjerojatno to¢no. Konkretno:

f(10°)=1. 648 5.., f(10°)=1.6487210..., f (10°) =1.648 721270 4..~Ae.
— R

3 dectocno 6 dec tocno 9 dectocno
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Ako pokuSamo izracunati f (10™), tada bi dobili upozorenje ,,Unos nije valjan“,

Dakle s kalkulatorom, na ovaj nacin ne moZzemo i¢i na vecu tocnost, ali s
racunalom uz primjenu odgovarajuc¢eg programa mozemo i¢i neusporedivo dalje.

Tosy
o e=2718 281...
Je=1,648721...
4 L \x
* fx)=\ 1+
: JzA(o, d) W ( 2X)
* asimptota L naos y...y--/e=0
asimptota L na 0s x ... 2x+1=0 1
| Slika.

Napomena 2. U sazetku smo rekli, da ponekad uzastopne beskrajne
primjene I'Hospitalovog pravila ne dovode do rezultata, jer stalno brojnik i
nazivnik teze 0. Npr., ako je

f(x)=thx+xzsin%, g(x)=2x+xzcos%; x#0 i f(0)=0, g(0)=0;
f(x) :

i javi zenja lim h (X) = lim ——= ila.
tada bi se pojavio problem kod traZenja m (x) 5 9(%) pomocu toga pravila
Prema tome logi¢no je da primijenimo numericki izracun, da bi izbjegli sloZzenu
matematicku analizu. Tu ¢emo prema 0 i¢i s lijeve 1 desne strane, dakle traZit ¢emo

lim h(x) i lim h(x).Pomocu kalkulatora bi dobili da je
x—>0-0 x—>0+0

h(-107%)=1.00..0a i h(+107%)=1.00..0b gdje je a,b=0.
T T
Nakon nekoliko koraka rafunanja ¢emo heuristicki zakljuciti, da vrijedi
implikacija (k — ) = ((m — ) A (N = )), a to znadi da je razumno odéekivati

da je Iirrg)h (x) =1. No, kada bi prikazali graf funkcije pomo¢u racunala koriste¢i

GSP, onda bi vidjeli da se lokalno pojavljuje ,.tjeme* koje je ,,otvorom* prema
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gore, a ono se nalazi nad intervalom <— 107 ,+10"‘>. Svakako, da je ovaj izracun

vjerojatan, jer nije strogo matematicki dokazan.
U

Napomena 3. Postoje slucajevi kada je zgodno primijeniti Mac Laurinov
red, ako do cilja ne mozemo dod¢i, ili tesko dolazimo, pomocu I'Hospitalovog

pravila. Uzmimo, da trebamo nac¢i ovaj, naoko jednostavni, limes
: 1 1 : . : o . : . .
IIm0 (—2 - ST) . Naime, tu bi dosli do cilja koriste¢i navedeno pravilo, ali za ta]
x>0\ X in® x
postupak bilo potrebno dosta ispisa. Prisjetimo se Mac Laurinovog reda
1 3 5 3
sinx=—_X X . ~x-2, gdje smo napravili aproksimaciju na dva
n 3t 5l 6
sumanda, pa tada limes prima oblik
2
X )
i 2 2 X=— ] =X
i 1 1 . sin“x—xX . 6 1
lim| = —— =lim —/———=Ilm ————=...=—=.
o x? sin®x) x>0 x%sin®x o0 W2\ 3
x-%)

3
. . . .. ] X . .y
Mozemo pokazati, da aproksimacija sin x = x—E ne utjeCe na rezultat. Vise o

zadacima ovoga tipa se moze naéi u [1].

Napomena 4. Sada ¢emo pokusati objasniti, da su ,,jako mali brojevi* i
,,jako veliki brojevi“ relativni pojmovi, §to se ti¢e ove nase primjene. Uzmimo npr.
u promatranje funkciju
X+ x+1
f(x)="5—", 8
X°—x+1
Ciji je graf prikazan S1.4. Jasno je, da ako u (8) napravimo zamijenu X~ Xx—a,
tada smo graf translatirali za @ u desho, ako je a>0; odnosno u lijevo ako je

a < 0. U tome slucaju bi dobili funkciju (na S1.4. je konkretno a = 6)
(x—a)’+(x-a)+1
(x—a)?—(x-a)+1

g(x) = 9)

Nadalje je
Omin(5) =1/3, 0,,..(7) =3, asimptota paralelnasosi x...y—-1=0.

01000

Uzmimo sada jedan posebni slu¢aj, kada je npr. broj a=10"
(napomenimo, da vidljivi dio svemira ima oko 10" atoma), koji nije u domeni rada
znanastvenih kalkulatora, dakle izracuni se ne mogu vrsiti u varijabli pomicne
tocke. Kada bi napravili translaciju funkcije za ovaj parametar, tada na deskstopu
ne bi mogli (a nikada ne¢emo ni moci) realizirati graficki prikaz, s tim da graficki
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vidimo obje funkcije, jer takva rezolucija za izlaznu jedinicu nikada nece biti
moguca.
U naSem slucaju, teorijski dobivamo za (9):

0 1000 0 1000

Omin (a _1) = gmin(:]-o1

Svakako, da je i sada asimptota paralelna s osi x dana jednadzbom y—-1=0, jer je
lim g(x)=1.

-1)=1/3 g,.,(@+)=g,,@10° " +1)=3.

No konac¢no zaklju¢imo, da smo u svim navedenim grani¢nim slu¢ajevima
mogli do dobivenih rezultata do¢i, da se dosljedno pribizavamo nekoj fiksnoj
konacnoj ili beskonac¢noj vrijednosti apscise, koja generira neodredenost. Dakle, ne
moramo sve ,,vidjeti®.

Napomena 5. Pomocu starije generacije kalkulatora mogli smo u varijabli
pomicne tocke (floating point) napraviti izracun, ili njegovu procjenu, iz intervala
<—101°°,—10’1°°>U<10’1°°,101°°>. Prema tome, ti kalkulatori su ,,shvacali da je
a=o0 ako je a>10'"; odnosno a=—oo ako je a<-10'". Svakako, zapis u tom
obliku nije se pojavljivao na izlaznim jedinicama, ali bi se moglo programirati da i
to bude. No, ako je ishod izracuna bio broj iz intervala <—10‘l°°, +10‘l°°>, tada je
za te kalkulatore njegova vrijednost bila 0. Tako smo pomocu navedenih
kalkulatora dobili, daje 69!~1.7112...-10%. Dakle, taj broj ima 99 znamenaka, a

bilo je poznato samo nekoliko prvih vrijednosnih znamenaka. Takvi kalkulatori
nisu mogao ni procijeniti, kolika je vrijednost od 70! (,,javljali* su ,.error*), a to

je zato, jer je 70 !>10'®. Recimo i to, da se tada dobivalo 22 =1 (k > 24), §to nije
to¢no.

Dobro nam je poznato, kako danasnji znanstveni kalkulatori ,kazu®, da je
npr. 3248'=1.97363..-10°%", a za 3249 dobivamo poruku ,Preljev, jer je
3249 ' >10""°  To zna¢i, da se izraun pomocu istih vr§i iz intervala

<—101°°°°, —10‘l°°°°> U<10‘1°°°°,101°°°°>, a ako je ishod izrauna broj iz intervala
<—10*1°°°°,+10*1°°°°>, tada je za te kalkulatore vrijednost 0. Nadalje, za njih je

sada a = ako je a>10"""; odnosno a=—o ako je a <-10"° (isti komentar
kao i u prethodnom slucaju). Nadalje, da bi pomocu tih kalkulatora dobili, da je

22 =1 (k >105), ato znaci kada bi broj 2 uzastopno antikvadrirali 105 puta dobili
bi vrijednost 1 §to nije takoder to¢no.

Svakako, da nove generacije racunala imaju joS neusporedivo vece
mogucénosti izracunavanja od kalkulatora, jer ta raCunala mogu izracunati
matematicke konstante na milijarde decimala, pod uvjetom da koriste odgovarajuci
program (software). Vidimo, da tome razvoju kao da nema kraja, ali su zato
ograni¢ene mogucénosti na izlaznim jedinicama, $to se ti¢e rezolucije. To znaci, da
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»finoc¢a* slike 1 ispisa ima ,,fizicki limit“, kojemu ¢e se tehnologija ,,asimptotski
priblizavati“. Za ocekivati je, da su daljnja ,,predvidanja“ o njihovim buduéim
mogucnostima nezahvalna, pa i onda ako jednoga dana u igri bude mozda i
biochip. Tu mislimo na umjetnu inteligenciju u pravom smislu rijeci, dakle, kada
racunala bude mogla samostalno ,,pametno i1 pravedno* odlucivati i razmisljati.
Mozda to bude jednoga dana? No, treba znati i to, da bi ispis modela informacije
DNK od dijeli¢a Zivoga bica, koji je veli¢ine kao vrsak igle, mogao ispuniti stupac
naslaganih knjiga koji je 500 puta visi, nego $to je udaljenost izmedu Zemlje i
Mjeseca (podatak iz [2]). Na osnovi toga, parafraziraju¢i Dantea Alighieria
(1265.-1321.) mogli bi re¢i: ,,Covjece kani se svake nade*.

Literatura

[1] S. Arslanagi¢, Zanimljiv nacin izracunavanja nekih granicnih vrijednosti funkcija,
MAT- KOL (Banja Luka), 22(1) (2016), 1-7

2] D. Blanusa, Visa matematika, | dio, drugi svezak, Tehnic¢ka knjiga, Zagreb 1965.
3] God of Wonders (popular scientific film)

4] M. Marjanovi¢, Matematicka analiza I, Nauka, Beograd 1998.

5] Z. Markovié, Uvod u visu analizu (1 i Il dio), Skolska knjiga, Zagreb, 1952.

[6] David E. Smith, History of Mathematics, Dover Publications, 1958. ISBN 0-486-
20430-8.

[7] E. Suli, D. Mayers, Introduction to Numerical Analysis, Cambridge University Press,
2003.

[
[
[
[

Primljeno u redakciju 23.05.2017; revidirana verzija 25.05.2017;
Dostupno na internetu 05.06.2017.

215


https://bs.wikipedia.org/wiki/Posebno:KnjizniIzvori/0486204308
https://bs.wikipedia.org/wiki/Posebno:KnjizniIzvori/0486204308

