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ZANIMLJIVE PRIMJENE NEJEDNAKOSTI IZMEDU
ARITMETICKE I GEOMTRIJSKE SREDINE
ZA TRI POZITIVNA BROJA

(Interesting applications of the inequality between arithmetic and geometric
mean for three positive numbers)

Sefket Arslanagi¢

Sazetak: U ovom radu dajemo nekoliko primjera dokaza nejednakosti koriste¢i poznatu
nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja koja glasi:

a+_b+cz Yfabc; (a,b,c>0).
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Abstract: In this paper we give several examples of the proofs of inequalities using well
known inequality between arithmetic and geometric mean for three positive numbers to be
worded:

a+_b+cz Yabe; (ab,c>0).
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1. UVOD (Introduction)

Nejednakosti izmedu sredina za dva, tri ili viSe pozitivnih brojeva igraju
vaznu ulogu u matematici jer imaju veliku primjenu kod rjeSavanja raznih zadataka
i problema u mnogim oblastima matematike. Ovdje bi istakli nejednakost izmedu
aritmeticke 1 geometrijske sredine za n pozitivnih brojeva koja glasi:


http://www.imvibl.org/dmbl/dmbl.htm
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a +a, +..+a, _
%Lf‘lal-azn..'an, (a.a,,..., >0) (1)

gdje jednakost vazi ako i samo ako je a; =a, =...=a,.
U ovom radu ¢emo se baviti nejednakoscu (1) u slucaju kada je n=3, te
a,=a,a,=blay=c,tj.:

a+_b+c23abc; (ab,c>0), (2

gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je a=b=c.
Sest raznih dokaza ove nejednakosti se moze naéi u [2]. Sada ¢emo dati vise

primjera dokaza raznih nejednakosti koriste¢i (2) koje bi se inace dokazale mnogo
teze na neki drugi nacin.

2. GLAVNI REZULTATI (Main results)

Primjer 1. Dokazati da vazi nejednakost:
x> +y® > xy(x+y); (x,y>0). 3)

Dokaz: Na osnovu nejednakosti (2) imamo:
L S S e
3 >
y +y 4 >33 .33
3 ZyY -y )

2x3 +y® >3x%y

odnosno

2y% +x3 > 3xy°.
Sabiraju¢i ove dvije nejednakosti, dobijamo:
3(x3 +y3) >3xy(x+Y), 1.
x> +y* > xy(x+y), g.e.d.
Vrijedi jednakost u (3) ako i samo ako je x=y.
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Napomena 1. Nejednakost (3) bi se takoder mogla dokazati jednostavno i na

sljedeci nacin:

x*+y® > xy(x+Y)
< (x+ y)(x2 — Xy + yz)z Xy (x+Y)
< (x+ y)(x2 —xy+ Y2 —xy)zO

@(x+y)(x2—2xy+y2)20

< (x+ y)(x—y)2 >0,
Sto je tatno zbog x,y >0.

Posljedica 1. Dokazati da vazi nejednakost:
a3
b®> ¢ a

Dokaz: Imamo na osnovu nejednakosti (3):

3 3 3 2
a a’+b® _ab(a+b) a
—+b= > ( )=—+a,
b2 b2 b2 b

3 b®+c® _bc(b+c) b?

— Cc= 7 — 2 7 =—+bhb,
c c c c

c3 cd+a® _ca(c+a) c?
—ta=——p—2 - =—+C
a a a a

Nakon sabiranja ovih nejednakosti, dobijamo:

a2 b®> ¢?

b2 2 a2

c

a® ¢
c a

a odavde

a® ¥ ¢ _a? b? c?
—t—F+—=2—+—+—.
b> ¢ a2 b ¢ a
Vrijedi jednakost u (4) ako i samo ako je a=b=c.
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_+_2+_22F+—+;, (a,b,c>0).

_+_+_]+(a+b+c)2[F+_+_J+(a+b+c)’

S.Arslanagi¢
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Primjer 2. Dokazati da vazi nejednakost:
a3 b3 3

— +—+=—>a+b+c; (ab,c>0). S
bc ca ab ( ) ()

Dokaz: Na osnovu nejednakosti (2) slijedi:

3 3
a—+b+cz3,3fa—~b'c =3a,
bc bc

3 3
b—+c+a23,3/b—-c~a =3b,
ca ca

3 3
C—+a+b23,3fc—-a‘b =3c.
ab ab

Sabiranjem ovih nejednakost, dobijamo:

a® b
—+—+—+2(a+b+c)=3(a+b+c),
bc ca ab
a odavde
a® ¢
—+—+—2>a+b+c.
bc ca ab

Vrijedi jednakost u (5) ako i samo ako je a=b=c.
0

Posljedica 2. Uzimaju¢i da je abc=1, dobijamo iz nejednakosti (5) novu
nejednakost:

a*+b*+c*>a+b+c; (ab,c>0;abc=1),

gdje vrijedi jednakost ako i samo ako je a=b=c=1.

Primjer 3. Dokazati da vazi nejednakost:

a® b ¢l
F+—+—2ab+bc+ca; (a,b,c>0). (6)
c a

Dokaz: Na osnovu nejednakosti (2) imamo:
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a3 b3 a3 3

—+—+b0233—ob—-bC =3ab,
b ¢ b ¢

b® 3 b® ¢
—+—+ca>33—-—-ca=3bc,
c a c a

3 3 C3 a3

L2 a3 2 ap—3ca.
a b a b

Nakon sabiranja ovih nejednakosti, dobijamo:

a® p® ¢
2(F+?+;j+(ab+bc+ca)23(ab+bc+ca),

odnosno

a3 3 3

—+—+—>ab+bc+ca.
b ¢ a

Vrijedi jednakost u (6) ako i samo ako je a=b=c.

Primjer 4. Dokazati da vazi nejednakost:

3 3 3 2 2 2
a> b®> ¢ a“ b
Pty et >0 0

Dokaz: Na osnovu nejednakosti (2) dobijamo:

3 3 3 3 2
:—3+Z—3+1z 33/2—3-2—3-1=3-Z—2,
3 3 3 3 2
b—3+b—3+1233‘fb—3~b—3-1:3-b—2,

(o} C c” C (o}

3 3 3 3 2
S 33/C—3-°—3-1=3-C—2.
a a a

Nakon sabiranja gornjih nejednakosti dobijamo na osnovu nejednakosti (2):

QD
Q
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a® b ¢ a? b? c?) [a® b? c?
Z(b—3+c—3+a—3]+322(b—2+c—2+a—2]+[b—2+c—2+a—zjz

b> ¢® a b? ¢ a® b? ¢® a
a odavde:
a® p® G _a? p? ¢?
- _2_+_ R
b ¢ a® b2 ¢? a?

Vrijedi jednakost u (7) ako i samo ako je a=b=c.

Primjer 5. Dokazati da vazi nejednakost:

a b c __a b c
b+c c+a a+b a+b b+c c+a

; (ab,c>0). (8)

Dokaz: Imamo na osnovu nejednakosti (2):

a b c b c a b+c c+a a+b b+c c+a a+b
+ + + + + = + + >33 . . =3
b+c c+a a+b a+b b+c c+a/) a+b b+c c+a a+b b+c c+a

tj.
a+b+c+b+c+a23. 9)
b+c c+a a+b a+b b+c c+a
Dalje imamo:
( a_, b e +( b .. ¢, a ):a+b+b+c+c+a:3. (10)
a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a

Sada iz (9) i (10) slijedi:
a b c a b c
+ + > + + .
b+c c+a a+b a+b b+c c+a

Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je a=b=c.

Primjer 6. Dokazati da vazi nejednakost:

a_, b +° 2§;(a,b,c>0). (12)
b+c c+a a+b 2
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Dokaz: Neka je:

a+b c . b c a_ jg__C a+b

S= + ; A= + + = + .
b+c c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Dobijamo sada na osnovu nejednakosti (2):

A+S

v

a+b b+c c+a \/a+b b+c c+a
= + + 33 . . =3
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

B+S=

[\

3,

c+a a+b b+c 3§/c+a a+b b+c
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

b+c c+a a+b

+ + =3
b+c c+a a+b
Sada slijedi iz gornjih nejednakosti:

A+B=

6 <(A+S)+(B+S)=(A+B)+25=3+2S
:2823:32%,
tj.
a b c 3
>—.
b+c c+a a+b 2

Vrijedi jednakost u (11) ako i samo ako je a=b=c.
O

Napomena 2. Jedanaest raznih dokaza nejednakosti (11) se moZe naci u [3], a jo$
jedanaest u [4]. InaCe, ova nejednakost je u matematickoj literaturi poznata kao
nejednakost Nesbitta.

Primjer 7. Dokazati da vazi nejednakost:

(1+%)(1+%)(1+§j22+%; (a,b,c>0). (12)

Dokaz: Imamo sada:

@ﬁE]@¢9)@+Ej=2+§+9+E+9+E+E22+EEiEiQ
b c a b ¢ a

a b ¢ Jfabc
2 b
b ¢ a a b c 3fabc

Slijedi na osnovu nejednakosti (2):
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a a b aab 3a
— 4 —4+—-—>33—.=.= =

b b c \!b b ¢ 3fabc
E+E+£2339.9.£: 3b ,
c c a \Ic c a 3fabc
£+£+3233£.E.3: 3¢
a a b \}a ab 3abc

te

Sabiraju¢i ove nejednakosti, dobijamo:

a b c_a+b+c

—+—+—2 )

b ¢ a 3abc
te

b ¢ a_a+b+c

a b ¢ 3abc

a njihovim sabiranjem dobijamo nejednakost (13), odnosno datu nejednakost.

Vrijedi jednakost u (12) ako i samo ako je a=b=c.

[]
Primjer 8. Dokazati da vazi nejednakost:
a’ b® c3 3
>= 14
(@a+b)(a+c) (b+c)(bra) (cra)(ceb) &' (14)

gdje su a,b,c>0 i vazi jednakost a+b+c=3.

Dokaz: Zbog jednakosti a+b+c=3, data nejednakost je ekvivalentna sa
nejednakoscu:
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3 3

a . b® .\ c _a+b+c
(a+b)(a+c) (b+c)(b+a) (c+a)(c+b) 4

Na osnovu nejednakosti (2) dobijamo:

a’ a+b+a+c>33 a’ a+b a+c 3a
- \(a+b

(atb)atc) 8 8 Jatc) 8 8 4

b b+c b+a il b+c b+a _3b
(b+c)(b+a) (b+c)(b+a) 8 4’
o c+a c+b [ c? c+a c+b _3c
+ 33 ~ =—.
(c+a)(c+b) 8 \Ic+a c+b) 8 8 4
Sabiranjem gornjih nejednakosti, dobijamo:
a’ b® c3 4(a+b+c) _3(a+b+c)
+ + + 2 )
(a+b)(a+c) (b+c)(b+a) (c+a)(c+h) 8 4
tj.
a’ b3 cd a+b+c 3
> _ >

(a+b)(atc) (b+c)(b+a) (cta)c+b) 4 4

Vrijedi jednakost u (14) ako i samo ako je a=b=c=1.

l
Primjer 9. Dokazati da vazi nejednakost:
a’ b3 c? 3
(L+b)(L+c) (1+c)(1+a) (1+a)(l+b) 4 (19)

gdje su a,b,c>0 i vazi jednakost abc=1.

Dokaz: Na osnovu nejednakosti (2) dobijamo:

a® 1+b l4c_f &  1+b lic_3a
(1+b)(1+c) 8 8 ~\(1+b)(1+c) 8 8 4
3 3
b 1+c 1+a [ b l1+c 1+a 3b
+ + >33 . =,
(1+c)(1+a) 8 {(1+c)(1+a) 8 8 4
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3 1+a 1+b \/ 3 1+a 1+b 3c
+ >33 . . ==

(Ira)(1+b) 8 ' 8 ~\(l+ta)i+b) 8 8 4

Nakon sabiranja gornjih nejednakosti, dobijamo:

3 . b® . c? +§+a+b+c>3(a+b+c)
(1+b)(1+c) (1+c)(1+a) (1+a)(1+b) 4 4 4
3 3 3
a b c >a+b+c_§

T by (1ec) (1rc)(l+a) (l+a)(l+b)- 2 4’

a odavde na osnovu nejednakosti (2), tj. a+b+c>3%abc i datog uslova abc=1:

a’ b® cd . 33/abc 3

(1+b)(l+c) (Lrc)(l+a) (l+a)(leb) 2 4

g,

ad b* c?
(1+b)(1+c) (L+c)(l+a) (1+a)(l+b)

>3
4

Vrijedi jednakost u (15) ako i samo ako je a=b=c=1.

]
Primjer 10. Dokazati da vazi nejednakost:
7 7 7
a b c 1 bc ca ab
22 +02a2 +a2b2 +a2b2c2 2¥+b—2+c—2+abc, (16)

gdje su a,b,c>0.

Dokaz: Na osnovu nejednakosti (2) imamo:

b’ ¢/ 1 b’ ¢ 1 3bc
e T 2 T a2 =
a‘c® a‘h® a‘bc a

2 H

2¢2 a’p? a%?c® a

c7+a7+1>3c7 a’ 1 3ac
b%?a? b%c? a%b’c? \b%a® b%c® a’b’c? b

a’ b’ 1 U 1 3ab
22+22+2222322'22'222 2 !
c°b® c“a® a‘b°c c°b® c“a” a‘b“c c
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=3abc.

a’ b’ ¢ U S L o
22+22+222322'22'22
c°b® ca® a‘b c°b® c“a® a‘b

Nakon sabiranja gornjih nejednakosti, dobijamo:

7 7 7
3( a + b + ¢ ! JZS[E+E+a—b+abcj,

b%c? c?a® a%p? " a’b?c? a2 p® ¢?
odnosno
a’ b’ ¢/ 1 bc ca ab

+ + + >—+—+—+abc.
b’c® c?a® a’h?® a’b?c® a? b® ¢?

Vrijedi jednakost u (16) ako i samo ako je a=b=c=1.
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