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O JEDNOJ ALGEBARSKOJ NEJEDNAKOSTI

Dragoljub MiloSevi¢
SazZetak: U ovom radu su data jos tri dokaza jedne nejednakosti iz [1].
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uopstenje.
ABOUT ONE ALGEBRAIC INEQUALITY
Abstract: In this paper yet three proofs are given for an inequality in [1].

Key words: inequality, equivalent, arithmetic-geometric inequality, generalization.

AMS Subject Classification (2010): 97 F 50
ZDM Subject Classification (2010): F 50, N 50

U [1] je dat jedan dokaz nejednakosti za pozitivne brojeve a, b, c:

a®  b® 3 a?  b? c?

F+C—3+;Zﬁ+c—2+;. Q)
Dajemo jos tri dokaza ove nejednakosti, a zatim i1 jedno njeno uopstenje
(generalizaciju).

Dokaz 1. Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine
za pozitivne brojeve mozemo pisati

a’ a a3 a a?
- Ly
b3 b b3 b b2
Na sli¢an nacin dobijamo
b3 b b% . 3 c c?
-4+ -22—-1=+-2=22—.
c3 c 2 a3 a a
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Sabiranjem prethodne tri nejednakosti imamo

a3 b3 c3 a b c a? b? c?
a2 48 8,0, 8 598 L0, S
b3+ c3+ a3+ b+ c+ a _2(b2+ cz+ a2’’
. b . .. .
Ako stavimo % =x-=yi E = z , dobijamo jednakost

a?

b2
Kako je tacna nejednakost

(x—y)>2+Wy—-22%+(EZ—-x)?% =0
ekvivalentna sa
x24+ y2 4 22 > i(x+y+z)2,
imamo
1
x*+ y?+ 22 2 S(x+y+2) 3Yxyz.

Odavde, zbog xyz = 1, proizlazi x2 + y? + z? >x+vy + z, {j.

a? b? c? a c
e L2 4L 58
b2+cz+a2 _b+ +

a .

als

Sada, iz nejednakosti (2) i (3) sledi trazena nejednakost (1).

b2 ¢ @ b oy 2 2, .2 _
+ S S-CH )= 24 Y+ 22— (x+y +2)

D.Milosevié

)

©)

Dokaz 2. S obzirom da je taéna nejednakost (x —y)?(x+7vy) =0, za

x,y > 0, ekvivalentnasa x> + y3 — xy(x + y) = 0, imamo

a3+ b3-ab(a+b)

= >0.
Ova nejednakost je ekvivalentna sa
al a? 1
. .o E - ﬁ-l_ ;_

Sli¢no dobijamo

b3 2 . c3 c? c

- > - — - - = —

==zt 1|a3_a2+a 1

a3 b3 c3 a? b? c? a b c
E'I‘ c_3+; = ﬁ-l_ -+ =+ ;+—+——3
Kako je
a b c 3la b
Z+ ;+ 2 =3 P =3,

iz (4) proizlazi (1).

(4)



MAT-KOL (Banja Luka), XXIII (4)(2017) D.Milogevié

Dokaz 3. U [2], na str. 100, je dokazana sledeca nejednakost za pozitivne
brojeve x,y, z:
33+ y3+ 232 = (k% + y? + z%)3. (5)

Nejednakost (5) je ekvivalentna sa

4y 4z >+ Y+ zz)\/g(x2+ y?+ z2) . (6)
Ako u (6) stavimo x = =,y = %i = 2 imamo
al b3 c’ c
PRI pe
Otuda, zbog
a2
b2
sledi
a® b3 c3 a’?> b c?
Z;'+ Zg'+ - __(z;'+ -+ —;) 1,
tj. (1).
Sada dajemo dokaz uopstenja nejednakosti (1):
an+1 le+1 CTl+1 an bTL Cn
pn+1 cn+1 an+li — b_n+ C_n F’ (7)

gde su a, b, ¢ pozitivni brojevi i n prirodan broj.

Dokaz. Na osnovu aritmeticko-geometrijske nejednakosti za n + 1 ¢lanova,
imamo

an+1 an+1

an+1 n+1| gnt+i n amn
pn+i bn+1+“.+ bn+1+1 = (n+1) (bn+1) 1= (n+1)b_n’

+

bn+1 bn+1 bn+1
+

cn+1 cn+1 cn+1

Cn+1

CTL+1 ch
+oet +12@m+1)5.

qnti qnti

bn_cn+1
1> (n+1)c—nlﬁ+

Saberemo li ove tri nejednakosti dobijamo

an+1 bn+1 Cn+1n+1 aTL bTL Cn

n (bn+1 =t ) +32Mm+D+ o+ =
am pm ch an pn ch
=n(Gt+mt+ S) G S5
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an pn ch 3[gt pn cn

_n(—+—+—)+3 —. ==
bTL n an bTL Cn aTL
a™ b" cn

=n(+m+ o) +s

a odavde sledi trazena nejednakost (7).

Napomena 1. a) Specijalno, zan = 2, iz (7) proizlazi nejednakost (1).
b) Za n = 1 dobijamo nejednakost (3).

Napomena 2. Na sli¢an nacin mozemo dokazati uopstenja nejednakosti (4) i

(6) iz [1]:

2n+1 b2n+1 C2n+1 an+1 bn+1 Cn+1

a
p2n + can + a2n = pn + ch + an

n+1 bn+1 Cn+1

a
= + o1 + g =>ab+ bc+ca.

Takode, mogu se lako dokazati i uopStenja nejednakosti iz zadataka 104 1 107
u[2]:

a2n+1 b2n+1 CZn+1 - .
pon v e T s 2atbtc
i
2n+1

2n+1 b2n+1

a ¢ 2 2 2
b2n—1+ Zn-1 + Zn1 > a“+ b°+ c-.

LITERATURA

[1] S. Arslanagi¢: Zanimljive primjene nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske
sredine za tri pozitivna broja, MAT-KOL (Banja Luka); XXIII (4) (2017), 217 — 227.

[2] Z. Cvetkovski: Inequalities — Theorems, Techniques and Selected Problems, Springer
— Verlag, Heidelberg/Dordrecht/London/New York, 2012.

240



