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IMPEMA MATEMATHYKOM JJOKA3Y U MATEMATHYKOJ
APTYMEHTALIAJH
(JIMYHE OMCEPBALIMJE)*

Ancmpakm: YV 060j npezenmayuju pujeu je o onuimem meopujckom noenedy Ha
mamemamuyxu ooxas. Ilonyhena je jeOna ananuza oupexmnoz u UHOUpeKmHoe 00Kaza Koja
Ham omocyhasa Oa caznedamo cmyOeHmcKo noumarbe oge epcme 0okasa. Ananusa ce
ocnara Ha Meopujcke KOHCMPYKME 'KOSHUMUBHO jeOuHcmeo' u 'Mema-KoeHUMuyHO
Jjeourcmeo' opeanuzayujckux, KOSHUMUBHUX U MemAaKoSHUMUSHUX axmopa y npoyecy
KOHCmpyucara npuxeammsueoe ookasa. Cem moea, y yumy 0yOmez pasymujesarsa
YCNOCMAaB/bena je Koperayuja ca meneoiouKum, enucmemMuosomKum U KOMYHUKAMUGHUM
acnekmuma. Y o08om mooeny, npoyec 00KA308arbad ce MOJiCe ONUCAMU NOCPedCmeoM
'oepanuyera enucmemuonowke gaxcHocmu', 'epukacnocmu y 6ezu ca nocmusarvem yunva'
u 'KomyHuKkayujom y cknaoy ca 3ajeOHuyKku npuxealieHum npasuiuma’.

Kyune pujeuu u uspazu: doxas, apeymenmayuja, KOCHUMUBHO jeOUHCMEBO,
MemaKkoSHUMUBHO jeOUHCMBO

YBoa

[Tounumo, kako ce BehMHM YMHM, OJ HajjeTHOCTaBHMjE€ CTBApH Y
ApUTMETHUITH, TOYHIUMO O] TUTarbA:

Konuxo jel +1?

Jla nu je 1 marwe 00 2?

be3 pasmunubama, BehuHa ocoba KojumMa ce MOCTaBU OBO MUTAHE
onroBopuhe kpatko ca 'l+1 =2' u ca 'ma, 1 je mame ox 2'. Jla, To je Ta4yHO,
aJIM 0CTajy OTBOPEHA MUTambA!

®pato49@homail.com
“Pan je Tpe3eHTOBaH Ha HAy4YHOM CcKyny ,,Caspemena wikona — ouneme u u3azoeu’,
[enaromxu dakynrer, bujessuna, 09.11.2012.
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Hoesa wkona 6poj 11 Iledazowxu gpaxynmem, Bujemuna

(1) Kaxo mu mo 3namo? ,
(2) Kaxo hemo mo nposjepumu?
(3) Kaxo hemo opyee ysjepumu oa je mo mauno?

AKO M3 MHTYUTHBHOT NPHUCTYIa Ka MOCTaBJbamby MUTamka U Hyhema
oJIroBopa npehemMo y aHaIUTHYKH MIPUCTYIT HA HHX, CACBUM PUPOJIHO je 1a
uMamo notpedy aa pazymujeMo yrnoTpedspeHe cumbone ' +'u '='u nmojam
'Mame' y TOCTaB/bCHHM IUTamUMa W MOHyheHuM oxarosopuma. Jlakie,
ciujeneha nuramwa cy: [llma cy cumbonru '+ (unyc) u '=' (jemHako) u nojam
'Mame', ynorpeOJbeHH Yy TMPETXOJHUM IUTakUMa M [OHYheHUM
onroBopuma? Y BehuHu cirydajeBa, OArOBOpH, KOje JOOUjeMO, Cy Ha HUBOY
WHTYUTHBHOI' Tpero3HaBama Yy cibeaehem cmuciy: 'Thnyc' je caOupame
OpojeBa, 'jemHako' je jemaHKOCT a 'Mame' je Mame Mmehy OpojeBuma. [la mu
Cy OBakBH OJrOBOpH NpuUxBaT/buBH? Jla, OHM Cy NMPHUXBAT/bHBH HAa HUBOY
Apyror pa3peaa OCHOBHE miKoje. Jla 1M cy mpUXBaTJbUBU Ha aKaJIeMCKOM
HuBoy? To je HMBO 3a KOjU TpoIljjermyjeMo na Ou Tpebano a ce Halase
HaIllM CTYACHTH CTYIH]jCKOT IporpamMa 3a o0pa3oBame mpodecopa pa3peaHe
HacTaBe (yuutesbH). To je HUBO 3a KOjU MU, IPOJIa3HUM OIfjeHama y HhUXOB
WHJIEKC,  CBOJUM  aQyTOPHTETOM  YHHMBEP3UTETCKHX  HACTAaBHUKA,
MaTeMaTHyapa M HCTPaKWBavya MaTeMaTUYKOr 00pa3oBama, MOTBpPhHjeMO
Jla Cy HaIlli CTyJIeHTH Jocernynu? Jla mu je To Gamr Tako?

[TonazHum crynujckor mporpama 3a oOpa3oBame mpodecopa
paspenHe HacTaBe (yuuTesba) MPETXOTHO CY 'OPUIMJENTHO' YCITjEeIIHO
OKOHYaJIM OCHOBHY U cpeamy IKoiay. CeM Tora, Ha OBOj CTYAM]CKOj TPYIH
MOKa3aJli Cy YCI[jeNIHOCT y OBJIa/IaBamy HJiejama U ajaTiMa MaTeMaTHKe Y
okBUpuUMa KypceBa Mamemamuxe I n Mamemamuxe 2. Ca mnotpedom
eKCTIOHUPakha MAaTEMaTHUKHUX 3HAmba KaKO Ha HUBOY WKOJICKe MAmMeMamuKe
TaKO U Ha HHUBOY MAMeMAmuykKux 3HAFAd HEONXOOHUX peaiu3amopumd
Hacmase mamemamuKke TIOJMA3HUIIM OBE CTYAHMjCKE TPyIe Cy IMOJBPTHYTH
yHyTap Kypca Memoouxka nacmase mamemamuxe [1. Ocum TOra, y
OKBHpHMMA OBOT Kypca Tpebano OM Ja OBIANa)y MemoOUYKUM 3HARUMA
HEeONnXoOHUM peanu3amopuma Hacmagee mamemamuke Kao W mparehum
BjelITHHAMA KOje Cy HEONXHHE 3a Ty peajn3allijy ajld ¥ CIIOCOOHOCTHMA
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Hoesa wkona 6poj 11 Iledazowxu gpaxynmem, Bujemuna

pasymujesearsa npoyeca KOHCMpYUcarba MamemamuyKux 3Harba KoJl CBOJUX
Oynyhux ydeHuka.

Y oBOM paxy pHjed je O OINITEM TEOPHUJCKOM IIOTJIey Ha
Matematnuku Joka3. [lonyhena je jemHa aHanmm3a JTUPEKTHOT U
MHIUPEKTHOT Jl0Ka3a Koja Ham omoryhaBa jga carjieiamo CTYAEHTCKO
MOMMAaE OBE BPCTE JJ0Ka3a. AHajH3a ce ocjama Ha TEOPUjCKE KOHCTPYKTE
'KOTHUTHBHO JETMHCTBO' ¥ 'METa-KOTHULIUTHO JEMHCTBO' OpPraHU3alll]jCKHUX,
KOTHUTHBHHX W METAaKOTHUTUBHHUX (DaKTOpa y MPOIECy KOHCTpyHCamba
npuxBarT/buBor Jokaza. Cem Tora, y umuby JyOJber pazymHjeBama
yCIIOCTaBJbEHA j€ KOpenalyja ca TEJICOJOMKUM, CIMHCTEMUOJIONIKUM U
KOMYHHUKAaTHBHUM acrleKkTUMa. Y OBOM MOJENy, MPOLeC T0Ka30Bama Ce
MOXE OIHCATH TOCPEJACTBOM 'OTpaHWYCHa EMHUCTEMUOJIONIKE BaXKHOCTH',
'epUKaCHOCTH Y BE3H Ca MOCTU3akEM 1IMJba' U 'KOMYHHKAIMjOM Y CKJIaay ca
YCBOJCHHM COIIO-MaTeMaTHIYKUM HOpMaMa'.

MartemMaTH4YKH J0Ka34 U IPUMjepH

[Ipucjehamo ce pujeun Pona Mopama ca VYHuBep3utera Yy
Muuureny ,,...He MOCTOjU aJTOPUTaM 3a JOKa3WBame TBPIKH... . OBO je
Ta4yHO, aJld TO HE 3HAYH JIa je JI0OKa3uBame TBP/HH JbYACKa JjeJaTHOCT Kao
IITO j€ YMJETHOCT Tako Jla CaMO OHHU Ca MOCEOHUM J1apoOM MOTY HU3BOAUTH
nokaze. Behmna nokasa koje O6u Tpebaso 1a CTYJEHTH 3HAjy U MOTY
JEMOHCTPHPATH Ha EHIMKJIONEINjCKUM KypceBUMa MaTeMaTHKE MOTY ce
pa3BpcTaTH y HEKOJIUKO KaTeropuja. MHOTH OJ] BUX Cy apryMeHTaluja 3a
o0paznoxkerma Koje OTPaxyjy UcKa3u 00JIMKa:

(A) “3acBako x u3 nomena D, axo je P(x), tana jeQ(x)”,

o P(X) je 'xunomesa', a mno Q(X) je 'mocreduya / saxmyuax’.
Hcka3z (A) yoOudajeHo 3anucyjeMo Ha cibeehn HauuH

(B) [Hi,Hz, ...,Hd] + (VX)(P(x) = Q(x))
mpu 4yemy cumOon '+ ' yuTaMoO ,,MOXeE C€ JAEIYKOBATH‘, OJHOCHO ,,J1a Ce
JIEMOHCTpPHpATH™, Tj. ,, 1a ce gokazartu‘. 3amuc [Hi,Hy, ...,Hx] o3HauaBa
XUIIOTE€3€ YHyTap H3a0paHOT TEOpPHjCKOI OKBUpa Koje omoryhasajy

KOHCTpYyKIHMjy neaykimje. Jemoncrpanuja tBpame  (VX)(P(X) =Q(X)), Tj.
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HEHA BaJbaHOCT, YHYTap HEKOT TEOPHjCKOT OKBHPA MOKE CE apryMEHTOBATH
(Ha ommITe) MPUXBATIFUB HAYMH OUPEKMHO WIH UHOUPEKTNHO.
[Tox oupemxrum ooxazom noapazymujeBamo cienehu Hu3 Gopmyia:

@ [H1,Hy, ...,Hy] Xumorese

2 PX Xumnotesa
(€)Y
4 A

i) A

(m.)' .Q(X) Tepamwa

Kao mro ce Buayu, Ha mpBO MjecTO OBOT HU3a (hOpMyJia CTaBJbAMO
CKYII TIPETXOJHUX XHUIIOTE3a KOje JETCPMUHHUIIY OKPYKeme y KojeM he ce
JIeMOHCTpaluja aprymerroBaru. Ha qpyrom mjecty je hopmyia P(X), raje je
X TpOW3BOJFHO H3abpaH TepM U3 goMeHe DyHyrap koje ce Tperupa
BasbaHocT Gopmyie (A). Dopmyne Ay, Ay, ..., A, ... 3310BoJbaBajy Oap jenHy
on cnenehux ommmja: (a) wim cy xunorese, (0) Win cy paHHje JOKa3zaHE
dbopmyie, (B) unu ce o hopmyIa, Koje joj IpeTxoae y ToMe HU3Y, 1o0ujajy
Mo paBwWiy 3ak/pyunBarmba 'Modusponens' (t3B. 'mpasuno oodsajarea’)(O
eJIEeMeHTHMa MaTeMaTH4Ke JIOTUKe Moxe ce Hahu, Ha mpumjep, y Kiburama
Pomano, 2005 unu Pomano, 2008). Ha nmocnenmem MjecTy y OBOM HHU3Y
dopmyna je ¢opmyna Kojy Tpeba mokazaTtu. AKo je Hu3 ¢dopmyna A00po
apryMeHToBaH, U Oynyhu na je Bapujabiia X Ousia 1o BoJbM M3alpaHa y
nomeny D, Tana je Taj HU3 MPUXBATIBUB Kao jJeMoHcTpanuja popmyse (B).
[IpeunsHuje, 1eMOHCTpUpPaAIN cMO MOIYhHOCT JOKa3uBama

[H1,Hz, ....Hd], P(x) +Q(x)

KonauHo, Ha ocHOBY Teopema o dedykyuju (TIOTAe1aTH, Ha IPUM]ep,
y Pomano 2005 umu Pomano, 2008), umamo

[HiHz, ....Hi] + (VX)(P(X) =Q(X))

IMpumjep 1: Axo je 538+53 = 591, maoa je 537+54 = 591.
JeMoHcTpanuja: ApryMeHTanmja
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(1) 538+53=591 Xwumoresa

(2) 538+0+53=591  CeojctBo mujenor 6poja 0 ynporunperom noaynpereny NU{0}
(3) 538+(-1+1)+53=591 Jep je 0=1-1=-1+1 y mpommpenom moaymnpcreny NU{0}
(4) (538-1)+(1+53)=591 OcobunHa aconujaTUBHOCTHU aauije y noiaynpcreny N

(5) (538-1)+(53+1)=591 Oco6rHa KOMYTaTHBHOCTH afuInje y momynpcrenyN.

Jlaxie, npeMa TeopeMy IeAyKLHje, HIMaMO
(6) (538+53=591)=(537+54=591).(Tepama Kojy je Tpebaao T0Ka3aTH.)

KomenTap. IIpema yoOuuajeHoj NHpakch y HaIIUM IIKOJIama,
MPETXOHUM TIPUMjepoM (M HBEHY CIMYHUM) ,,JJ0Ka3zyje“ ce apUTMETHYKH
3aKOH O CTagHOCTH 30upa naBa mnpupomHa Opoja.  (Ilog TepmuHOM
,,JJOKa3yje* MUCJIH ce Ha T3B. HEMOTIYHY UHIUKIIN]Y KOja ce o0uIaTo, uako
MOTPENIHO, KOPUCTH Yy HWKHM pa3pelrMa OCHOBHE IIKOJe 3a
JEMOHCTPHpAkhe apTHMETUYKHX MpaBuia). VcmpaBHOCT TpPETXO/IHE
MMIUIMKAIFje BpUjed Ha HUBOY HHTYUTHBHOT pa3yMUjeBamba UMILUIMKALIN]E
jep Cy M XHIIOTe3a U KOHCKBEHT TaYHE TBP/IIHC YHYTap apUTMETHKE.

Mana reHepanm3aiyja mpeTxonaHe TBpAme je: Heka je mar 30mp
538+53 = 591 u Heka je X mpupoaan 6poj mamwu oa 538 (1j. X< 538) 1a 6u
pesynrar omy3uBama 538 — X Owo mupupoman 0poj). Cnenehu Huz
JETHAKOCTH j€ JOKa3 MMILTUKAIIN]e

(538+53 = 501) =>((538 — X) + (53 + X) = 591).

JleMoHcTpanuja: AprymMeHTaumja
(1) 538+53=591 Xwurmoresa
(2) 538+0+53=591  CeojctBo 1ujenor 6poja 0 y mpommpenom nonynpererny NU{0}
(3) 538+(-x+x)+53=591 Jep je 0 =X —X =-X + X3a 6u10 KOju pUpPoOIaH Opoj X
(4) (538—x)+(x+53)=591 Oco0uHa aconujaTuBHOCTH aaunuje y nonynpcrerny N
(5) (538—x)+(53+x)=591 Oco0OuHa KOMYTaTOBHOCTH ajuilHje y monymnpcreny N

(6) (538+53=591)=>((538-x)+(53+X)=591)

Huje Temko younTH &1a y rope M3HECEHOM 3aKJby4WBarby HHIJIjE
HUCy KopumrteHu Opojeu 538 m 53. To, kao mocrmeaummy, wma [1a
MPE3EeHTOBAHO 3aKJbYUHBAK-E BpUjEIH U 3a OUJI0 KOje Apyre Opojese.

Jla 61 HampaBWIIM reHepaIn3alyjy OBe apUTMETHUKE UMILIUKAIH]e,
HEOIXOJHO je Ja MPOLIMPHMO OKPYXKEHe IMocMaTpama UMILIHKanuje. 13
aputMmetuke npehu hemo y pany anredpy. Heka je mar 30up c = a + b
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IpUPOIHKUX OpojeBa a u b 1 Heka je X OMJI0 KOjU IpUpPOAaH Opoj Mamu O a

(Tj. X<@). [TonoBuhemMo 3aksbyurBame n3HeceHo y auHujama (1) — (6) u mpu

tome hemo umjecro 6poja 538 mucatu @, a ymjecto Opoja 53 nucahemo b.

[Ipema Tome, Kao pe3yaTar 3akJby4nBama 100UjaMO UMILTUKAIH]Y
(@a+b=c)= (x<a)((a — x)+(b+x) =c).

JIoOOMBEHOM HMIUIMKALjOM, Ha HHUBOY UIKOJICKE MaTeMaTHKe,
penpe3eHTyjeMO MPUHIIMI CTATHOCTH 30Mpa J1Ba Opoja y apuTMETHIIH.

Ananmm3a koja cimujenu  omgHocu ce  Ha  CTemHOpPHHTOB
enucremMuonomkn Tpoyrao (O CTeMHOPUHTOBOM  €MHUCTEMUOJIOIIKOM
TPOYTIy IMOTJIeAATH, Ha puMjep, y Tekery LlpBerkosuh, MwmioBanosuh u
Pomano (nojaBuhe ce): Ynopeona ananuza npupooe mamemamuyxux 3Haroa
Koje ce kopucmu u koncmpyuuie y yuuonuyu, HOPMA (Comb6op)). Haxkie,
YHyTap TMapagurme 'MeToInYKo-MaTeMaTH4Ka 3Hamka HEONXOHA
peanu3aToprMa HacTaBe MaTeMaTHKe', UMaMo:

(538+53=591)=((538-1)+(53+1)=591)(atb=c)=(VxeN)(x<a)((a—x)+(b+x)=c)
(O6jexT/PedepeHTHUKOHTEKCT) (Anrebapcku 3armuc)

\

Konuent / ApuTMETHYKH 3aKOH
(Cyma a+b He Mujema CBOjy BPHjEHOCT aKO IPBOM CaOUPKY OIy3MEMO
Opoj X a Apyrom cabUpKy 101amo 0poj X.)

Ipumjep 2: Axo je npupooarn 6poj nenapan, maoa je u we208 Keaopam
maxohe nenapan npupooaw 6poj.

JdemoncTpauuja: Heka je n mo Bosbu m3abpan npupojnan 0poj. [a
OM CMO Ha3HAYWIU J1a je TO HelapaH InpupoiaH Opoj Tpeba ra HamucaTH y
dopmu N = 2mM — 1 wim N = 2m+1, nmpu yemy je M HEKH MpUpoaaH Opoj.
OO6pnyTO, aKo mpupoaaH Opoj UMa MPETXOAHY (HOopMy, OHJIA je OH HemapaH
0poj.

Jlakiie, OKpyKeme y KOjeM HyJIuMO Npunajaajyhy apryMeHTanujy 3a
J0Ka3uBame u3HeceHe TBpAwe cy noaynpereH (N, +, -, 1) mpupomnux
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OpojeBa M KOHIENTH IMAPHOT W HEMapHOr HPHPOIHOT Opoja, a ajatu
MaTEMaTHYKOT MHUIUbEHa KOju he OUTH HCKOPHINTEHY y TOM ILUJBY CY
MpUMjeHa JIOTMYKOT ,,IPUHITMIIA UCKJbydewa Tpeher” (IIpupoman Opoj je
HerapaH WU NapaH.) u ,,ipuHIuna Hekoutpanukuje (Ilpuponan 6poj He
MOXXe OWTH TapaH W HEMapaH HCTOBPEMEHO.) Ha KOHIENTE MapHOT M
HEMapHOT MPUPOAHOr Opoja Kao W jeJaH OJf ajlaTa paHO-aIredapcKor
MUIIUbeHa (Ha mpumjep, mo kinacudukamuju Illemn Kpejriep) xoju ce
OJTHOCH Ha BjELITHHY pENpe3eHTOBama KOHIENaTa MapHUX W HEMapHUX
npuponHux OpojeBa. (O kmacuduKanMju eIeMeHTara anaredapckor
MUIJbEHA MOTJeNaTH, Ha mnpumjep, TekcT Pomano, 2009a: [lma je
aneebapcko muuiverve?).

HNmamo HU3
JleMoHcTpanuja: AprymMenranmja
(1) Hexka je n HenapaH npupoaat 6poj Xwurnoresa
(2) (Em)(n=2m-1) Xwumoresa

(3) n*=(2m-1)’=(2m-1)(2m-1)=4m*-4m+1=2(2m*-2m)+1

(4) (39)(g=2m*-2meN)(n’=2q+1)

Kako kBazpat N’ mpupoaHor 6poja N mMa 06mmK ? = 2q + 1 3aksbydyjemo 1a je
(5) n’ Taxolje HemapaH npEpPoIaH 6po].

[Mox unoupexmuum ooxazom noapazymujeBamo cijeachu uusz popmymna:

(1) [Hy,Hg, . H] Xwurmorese

2) PX) Xunoresa

3) =Q(x) Xunoresa

4) A

G A

A

(m) P(xX) A—P(X) Konrpaaukiuja

(m+1)——Q(x) Bynyhu na Hac je xunoreza —Q(X)noBena
JI0 KOHTPAIUKIIHAje, MOpaMo je oabaruTu!

(m+2)Q(x) Q(X)<=>——Q(x).

Kao mTo ce BuIM, Ha MPBO MjECTO CTaBJbaMO CKYIHHY XHIIOTE3a
[H1,Hz, ...,Hk] KOje Ham peTepMUHUIITY OKPYKEHhE y KOjeM ce JEMOHCTpUpa
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aprymenranuja. Ha tpehe Mjecto, kao Xumoresa, cTaBjba c€ MPETIOCTaBKA
,, ] IpeTrocTaBuMoO Jia OHO ITO Tpeda J0Ka3aTh HUje Ta4HO, Tj. HeKa je —Q(X)
BajbaHa popmyna.” @opmyne Ay, Ay, ..., A, ... 3310B0JbaBajy 06ap jeaHy oA
cmrjenchux ommmja: (a) wim cy xumorese, (0) WU Cy paHHje JOKa3aHe
dbopmyrie, (B) wiu ce o hopmyIia, Koje joj IpeTXo/ie y ToMe HU3Y, 1o0ujajy
Mo paBWiy 3ak/byunBama '‘Modusponens'. Ha mjecty (M), y oBOM HH3Y
dbopmyna, je koHTpaauwkiuja. Kako Hac je y KOHTPAAMKIH]y IOBela
xunote3a (3) y ropmwem HHU3y, Tj. dopmymna —Q(X), Ty dopmyma —Q(X)
Tpeba ombamuTu. Cana, 300r anmpHOPHOT MPUXBATamba JTOTUIKOT MPUHIIUIIA
UCKJbYyUema Tpeher, caga y popmu
F=Q(X)v——Q(x),
bopmyna ——Q(X) je Bamana QopMyra y OBOj apryMeHTalHjd, Tj.
JEMOHCTPHPAINA CMO
[H1,Hz, ....Hi], P(X) -—=—Q(X).

Ocnamajyhu ce Ha JTOTUYKU TPUHIUI 08ocmpyke Hezayuje (KOjU je
TayTOJIOTHja Y CUCTEMY KJIACUYHE JIOTHUKE)
Q(X)=——Q(x),
KOHayHO oreT jgodujamo Q(X), Tj. JEMOHCTpHUPAIH CMO
[H1,Ha, ...,Hd], P(X) HQ(x).

Axo je HuM3 dopmyna n00po aprymeHToBaH, W Oyayhu ma je
Bapujabia X Omia mo BoJbM HM3abpaHa y gomeHy D, Tama je oBaj Hu3
MPUXBAT/bUB KAao WHIUPEKTHA jaeMoHcTpainvja dopmyne (B). Hauwme,
no3uBajyhu ce oner Ha Teopem o 0edyKyuju, IMaMo

[H1,Ha, ....HJr (VX)(P(x) =Q(X)).

56



Hoesa wkona 6poj 11 Iledazowxu gpaxynmem, Bujemuna

IIpumjep 3: Tpeba nokazaru “Axo je 255+27=432, maoa je 254+28=432*.
Jemouncrpanuja: IlpernmocraBuhemMo nga oHO mTO Tpeda JOKa3aTH HHJjE
tavHo. Jlakiie, MamMo

JdemoHcTpauMjaAprymeHranuja
(1)  255+27 =432 Xwurmoresa
(2)  254+28 # 432 Xwuroresa
(3)  254+28#432—=(254+1)+(28-1)#432  KopHCTUMO ce apUTMETHIKHM
3akoHOM Kao y [Ipumjepy 1.
4) (254+1)+(28-1)=432 Ha ocnoBy npasuiia 3akibyhuBama
Modus Ponens
HH=T:+T
(5)  255+27 # 432.(5) je y kouTpaaukimju ca (1):
()=—(1)
Bynyhwu na Hac je y Ty KOHTpaIuKIHjy
(Bpujenu uctoBpemeno (1) u—(1) je
KOHTPAJINKIIFja,Tj. MOpa OUTH
—((D)A=(1)),
npeMa JIOTUYKOM NPUHIHITY
HEKOHTPaIUKIIMje) AoBena xumnoresa (2),
Mopamo je ogbarmru. [akie, ymjecto
xumnorese (2), tMamMo

(6) —(254+28 #432) KopHCTHMO Ce MPUHIIUIIOM BOCTPYKE
HeraIuje
——(254+28 = 432) & 254+28 = 432.

(7)  254+28 =432. Konauno, u3 xunorese (1) caujenu 3akspydax (7).
(8)  255+27 =432+ 254+28 = 432.

[Jakne, nmpeMa TeopeMy JeAyKIHje, HMaMo
9 r 255+27 = 432 = 254+28 = 432. O

Haxne, mocMatpajyhu mpoOieMaTuKky ropwe HUMIUIMKalMje YHyTap
eMUCTEMHONIOMKOr  Tpoyria W CTeMHOPMHIOBOI  €MMCTEMHOJIOMIKOT
TpOYyTJa, HIMaMo:

(a) Jlormukm acnekt — unmyumusarn npucmyn (yHyTap
€IMCTEMHOJIOLIKOT TPOYTJIa)
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Axo je 255+27 = 432, maoa je 254+28 = 432
(LlIta crymenTy Buac?)

(255+272432)=((254-1)+(27+1)=591) (?)
(Ita mucne aa cy Bugjenu?)(Llta Mucie o Tome 1mta cy Bujenu?)

u
(6) Jlornuku actiekT — anarumuyku npucmyn (yHyTap
CTernHOpUHTOBOT €MUCTEMHUOJIOMIKOT TPOYTJIa)

(255+27=432)=(254+28=432) — (255+27=432)=((254-1)+(27+1)=432)
(O6jext/Pedepentauronterct)  ((254-1)+(27+1)#432)=(255+27)=432)

\

Konuenrt / JIornyky 3aK0H KOHTPAIIO3HIIHje
(A=B) & (-B=-A)

3Hama Koja Cy HEOMXOJHAa 3a pPa3yMHJEBalkbe€ TOpe H3JI0KEHOT
obpasnoxema Cy: okpyxkewe — npommpenu noaynperern (NU{0}, +, -, 1)
OpUPOJHUX OpojeBa Te MpaBWIlo 3akibyunBama 'ModusPonens', npunyun
uckmwyderoa mpehee, KOHMpAOUKyuja U HEKOHMPAOUKYUja, nPUHYUn
osocmpyke Heeayuje W Kowmpanosuyuja Te Teopem Oedykyuje.To,
OUUTJIEHO, HUCY 3Hama Koja CMajajy y T3B. 'IKOJICKY MareMaTuky', Beh cy
TO '3Hama HEONXO0/IHA peau3aToprMa HaCTaBe MaTeMaTHKe .

Ipumjep 4: Axo je keadpam npupoonoe b6poja napat, maoa je u cam maj
npupooar 6poj napam.

demoncTpauuja: Heka je N mo BossbM u3abpaH mpuponan Opoj. a Oum
Ha3HAYMJIM J1a je TO MapaH MpupoJaH Opoj Tpeda ra 3anucuBaTH y 00JUKY N
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= 2m, ipu yeMmy je M Heku npupoaad O6poj. OOpHYTO, aKo MpUpoaaH Opoj
uMa MpeTxoaHy Gopmy, OH/Ia je OH MmapaH Opoj.

Jla 6u cMoO mokazaim TBpABY ,,AKo je Keaopam npupooHnoz 6poja
napawu, maoa je u cam maj npupooar 6poj napaw. “ MOTPeOHO je U JTOBOJHHO
J1a TOKaKEMO KOHTPAIIO3HUIIH]Y TBPIAHE
»AKo je mpupooan 6poj menapam, maoda je u me2o8 keaopam maxohe

Henapau npupodar 6poj.*

OBa gBa wuckaza cy Jjoruyku ekBuBajieHTHa. Ca A O3HaYMMO HCKa3
»Keaopam npupoonoe opoja je napan*, a ca B uckas ,,Ilpupoman 6poj je
napan.“ Cana, oBa TBp/Ilba UMa 00JIUK

A= B.

Konmpanoszuyuja oBe UMIUTHKALIKje TIACH:

—-B=—A.

Pujeunma ce To nckasyje, Ha mpuMjep, Ha ciujenehn HaYuH:

»AKo je npupodan 6poj Huje napaw, mada re206 keaopam makohe Huje
napau 6poj.*

OaHOoCHO, 0BAaKO

,»AKo je bpoj nenapan, maoa je rwe2os6 keadpam maxohe nenapat 6poj.
Bynyhu na cmo oBy TBpamy panuje mokasanu (IIpumjep 2), mokaszamu cmo,
Ha MHAUPEKTAH HAUWH, U TPAXKEHY TBP/IbY.

MHore nedpuHunHMje cBojcTaBa y MatemaTuiy umajy dpopmy (VX)(P(X)
=Q(x)). Ha mpumjep:

(a) AcB (Ckym A je noockyn ckyma B) ako u camo ako je ¢popmyia
(VX)(xe A=xeB) Basbana.

(6) A= B(ckyn A jennax je ckyny b) ako u camo ako Bpujean AcBu
BcA.

(B) Penamja je ReXxY' ¢pyuxyuja uz cxkyna X y ckyn Y' ako u camo
aKo je popmyna

(VX1,%2eX)(Vy1,Y2€ Y)(((X1,Y1) R A (X2,Y2) ER A X1 = X2) = V1 = ¥2)
BaJbaHa.

(r) Ilpuponan 6poj je ,,napan npupooar 6poj** ako U CaMo aKo je
njeseu Opojem 2. (ITpuponan 6poj je ,, venapan npupodan 6poj ““ ako u
caMo aKo HHje JjesbuB OpojeM 2, Tj. aKo M caMO aKo HHje MapaH MpUpoJaH
0poj.)
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Hapasno, ocroje neduHuImje Koje HuCy npeTxoaHor oonuka. Ha
npumMjep:

(m) Cxkynd je 'mpazan ckyn' ako He CaJip>KU HU jeIaH €JICMEHT.
dopmali30BaH HAYHMH 3alHCUBAKA MPETXOAHE JCPUHUIIM]E je, Ha TIpUMjep,
cnujenchu
(©) (VD)—-(teD)

MHore MaTeMaTH4Ke TBPIILE, 32 KOje ce cMaTpa Ja Ou CTyIeHTH
Tpebaso Ja ux 3Hajy JOKa3aTH, Kao CBOj 3aKJbydak cajapike neUHUIT]e
o0JIMKa KOju cMO yrpaBo onucanu. Ha nmpumjep:

(e) 3a cBe ckymoBe A u B nokaszaru na Bpujenu ACAUB.

(¢) 3a cBe ckynose A, B u C nokazaru aa Bpujean: ako je AcB, tana
je AnNCcBNC.

(n) 3a penmanujy ReXxXkaxemo n1a je ,, cumempuuna perayujy ““ ako u
camo ako je gpopmyna

(VX)(VY)(xy)eR = (y.X)€R)
BasbaHa. Ako cy R u S cumerpuune penamuje Ha X, Tana je u RNS takohe
CUMeTpuYHa penaiuja Ha X.

(j) Axo je mpupoaan Opoj HemapaH, Taja je U BEeroB KBaJApaT Takohe
Hernapas NpupoJiaH 0poj.

(k) Ako je kBajJpaT MpUPOTHOT Opoja mapaH Mpupoaad Opoj, Taja je u
caM Taj Opoj mapaH.

Ipumjep S: Ilpazan ckyn (axo, yonwime y3euiu, nocmoju) je jeOnucmeen.

Jemoncrpanuja: He ynazehu y mpobGiem mocrojama mpa3HOT CKyIa,
MPETIOCTAaBUMO Ja mopes ckymna &J, onucanor ¢Gopmyiaom (C) umamo jorrr
HEKH CKym VKOju 3a70BosbaBa HCTy ocobuny (Vit)—(teV). Tpebamo Ou
nokaszatu 1a je & =V, 1j. Tpebanio 6u qoka3aTtu 1a je popmyna

(VH)(teD=teV)
BaJbaHa. bynyhu na y npeTxomaHoj Gpopmyiau nuMaMo motdopmyie ,, te I« u
eV, Koje HUCY BaluaHE HU 3a jeaHo t W3 mpunagHe JOMEHE, HaBeJACHY
eKBUBAJICHIIM]y HHje Moryhe peanuzoaBTH. 3ato hemo, ymjecto

60



Hoesa wkona 6poj 11 Iledazowxu gpaxynmem, Bujemuna

€KBUBAJICHITH]C Sledote Ve KOPUCTUTH KOHTPamo3uIlnjy
,—(teB)=—(teV)“, koja je cBakako BaUIHA 3a CBAKO, Ma Kako M3abpaHo,
t u3 npunagae nomene. Jlakie, ckynoBu & u V cy jenHaKku y CKIamy ca
nepunumjom (0).

ApryMeHTanuja ¥ JOKa3UBamkbe Yy pa3IMYUTHM KOHTEKCTUMA
aHAJIM3WPaHU Cy Ca BUIIE PA3IMYUTUX aclekara. 3HavajaH Opoj cTyauja
nocBeheH je CTPYKTypHUM aclieKTHMa y3ajaMHOCTH JIOKa30Bama U
npunagHe aprymenranuje. Ha npumjep, beruna Ilexemonte (Pedemonte,
2007) wx aHajdM3Wpa KOPHINTCHEM TEepPHApHOr TOoyIMaHOBOT Mozena’
(Toulmin, 1958/93). C napyre ctpane, Pobepr JlyBan (Duval, 1991)
MOCHTUPA TePHAPHE CTPYKType camo 3a jokaze. OH ce CHaXHO 3alaxe Jia
Tpeba pa3IMKOBaTH JI0OKa3 OJ TpUMAJHE HEONMXOJHE apryMEHTAaIlHje
uctTuuyhu J1a 3aK/by4YMBaWmE y apryMCHTallMju Ce€ 3acHMBA Ha T3B.
'CYIITHHCKUM Be3ama' JOK ce JI0Ka3 0a3upa Ha BUIIE (HOPMATU30BAHOM
npoIecy IpU YeMy Ce 3aKJbydyje y KopalMa 3aCHOBAaHUM Ha MPETXOJHUM
npeMucama.

IIpoGsemMu U MUTaKa KOja HAC 3AHUMAjY

[Tonazuunm cTynujckor mporpama 3a oOpa3oBame mpodecopa
paspenHe HacTaBe (yuuTesba) MPETXOJHO CY 'OQUIM]eTHO' YCIHjelHO
OKOHYAJIM OCHOBHY U cpemy mKoiay. Cem Tora, Ha 0BOj CTYAH]CKO] TPyIu
MOKa3aJli Cy YCIjJEeIIHOCT y OBJaJlaBamby HJiejama U ajaTuMa MaTeMaTHKe y
okBUpuMa KypceBa Mamemamuke 1 u Mamemamuxe 2. Ca norpedbom
eKCIIOHUPaka MaTEMaTHUKHUX 3Hamba KaKo Ha HUBOY WKOICKE MAMeMamuKe
TaKO M HAa HUBOY MAMeMAMUYKUX 3HAMA HEONXOOHUX peanu3amopumd
Hacmase mamemamuxe TOJA3HUIM OBE CTYAMjCKEe Tpyle Cy IMOJBPTHYTH
yHyTap Kypca Memoouxka nacmase mamemamuxe 1. Ocum Tora, y
OKBHpUMa OBOI' Kypca Tpebano Ou /1a OBIaNajy Memoouykum 3HArbUMA
HeonxXoOHuM peanu3amopuma Hacmaee mamemamuke Kao W mpatehum
BjELITHHAMa KOje Cy HEOINXOJHEe 3a Ty pealu3alyjy, ajli U CIOCOOHOCTHMA
pasymujesara npoyeca KOHCMpyucarba Mamemamuikux 3Harba KOJl CBOJUX

*Stephen Edelston Toulmin (25.03.1922, Jlonxou — 4.12.2009, Jloc Aubenec), Gpurancku
¢unozod u exykarop
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Oynyhux yuenuka. TokoM peanmsanuje Kypca Meroauka HacTaBe
Matematuke 1, Ha CTYIOWjCKOj Trpynu 3a oOpa3oBame yduTe/ha Ha
[lenaromkom ¢akynrery y bujesbuHu, Mpu CIMpaTHOM HHTEPIPETHPABY
nujenoBa Temarckux mnapagurmu 'llkoncka matemaruka', 'Maremaruyka
3HaWka HEOINXOJHA peaJM3aropuMa HacTaBe Martemaruke', 'MeToanuka
3HaWka HEONXO/HA pealin3aTopuMa HacTaBe Marematuke' u 'TIpoGremarnka
MaTeMaTHYKOT 00pa3oBama' y BHIIC HaBpaTa MOCHTUPAHE CYy CIUYHOCTU U
paznuke u3Mel)y oBUX 3Hama ca eMMCTEMHOJIONIKOT acleKTa y3 HaBeheme
BUIIIEC TPUMjepa Ja OU ce HWITyCTPOBAJIC T¢ CIIMYHOCTH U PA3IIUKE.

Bynyhu na je xkBanuTeT MaTeMaTHYKHX MPOMUIILJbAEa CTyACHATa,
MpU HACTOjabUMa J1a TIOHY/Ie MPUXBATJHUBE OJrOBOPE HA MMUTama Be3aHa 3a
JIEMOHCTPHpAkEe CBOjCTaBa MaTEMaTHYKWX KOHIIENaTa, BPJIO CKPOMHA,
CacBUM MPUPOJIHO C€ 0jaBIbyje auiiema: Kako mo 0a Heku cmyoeHmu Mozy
Hayyumu 0a ce Hoce ca oopehenum epcmama Mamemamudxux npooiema
YCnjewno (Kao wmo je noKazaHo mUxosuM YCHjeuHUM OKOHYAReM OCHOBHE
U cpedrve wKoue anu U eKCHOHUPArbeM NPUX6Am/bUBUX 3HAA HA KYPCeBUMA
Mamemamuxa 1 u Mamemamuxa 2) anu He nocmynumu Ucmo 0suje 200uHe
KacHuje?

VY Be3w ca nmpeTxoaHuM, cirjeneha muTama Cy ce HCKpPUCTAT3npala
y pajaHoj rpymnu apyre koHpepenuuje ERME-a, 2001:

- Be3se usmely cTyneHTCKUX CTHIIa®ka 3HAKHA U IPOGECHOHATHOT
njenoBama?

- VYiora MaTeMaTHYKHUX 3Hama U O0anaHc u3mel)y TUX 3Hamba U METOIUYKUX
3Hama HEOIXOIHUX pean3aTopuMa HacTaBe MaTeMaTuke?

- IloBe3aHocT mojaBa y HACTABHUYKHM aKTHBHOCTHUMA HIDKET U BUIIIET
MaTeMaTUYKoOTr 00pa3oBama y OCHOBHO] IIKOJIN?

- Jla 11 mocToje pa3INuMTH acleKTH MmocMaTpama npobdiema
MaTeMaTHYKOT 00pa30Bama y HIDKUM pa3peuMa OCHOBHE IIKoJie Mehy
UCTpaKMBaYMMa MaTeMaTHIKOT 00pa3oBama U pearnu3aropa Tor
MaTeMaTUIKoT o0pa3oBama?

- Konuko cy curHuGUKaHTHU APYIITBEHU U MOJIUTUYKU YCIOBH
peanu3aiyje HacTaBe MaTEeMaTHKeE.
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3a1To je BaXKHO T0NMYHABATH I0Ka3e apryMeHTAlHjoM ?

Bese usmely dopmupama TBpAmU U JOKa3WBamkba aHAIN3UPAH je Y
JOMEHH HCTPaXHBamkba MaTEMaTHUKOT 00pa30Bama ca pa3IMyUTHX acreKara
u 300or pazmuuutux IwbeBa. C  jeHE CTpaHe, HEKHM HMCTPAaXHWBAUU
MaTEMaTHYKOT 00pa3oBama CYrepuilly IOCTOjalhe 3HAYajHUX pasliuKa
m3Mel)y aprymMeHTtanuje ¥ JI0OKa3MBama yYHyTap COLMjalHUX H
SMUCTEeMHUOJIOIIKUX acniekara (Ha npumjep Balacheff, 1987) amu u ynyrap
KOTHUTHUBHHMX W JIOTMYKHX acriekara (Ha mpumjep, Duval, 1991). C mpyre
CTpaHe, HEKEe WTAIMjaHCKE CTYAHMj€ TIIOCHTHUPAj]y TOCTOjalbeé BHCOKE
MOBE3aHOCTH Mel)y apryMeHTanujoM Kao jeJHHM IporecoM (opMHpama
TBPI¢ M KOHCTpYyHCama HCHOT JoKa3za (Ha mpumjep, Boero, Garuti,
Mariotti, 1996). OBa moBe3aHOCT je MO3HATA IMOJ HA3UBOM KOZHUMUGHO
jeouncmso (Mariotti, 2006, crp. 183; Garuti, Boero, Lemutand Mariotti,
1996; Mariotti, Bussi, Boero, Ferriand Garuti,1997; Garuti, Boeroand
Lemut, 1998). V¥V mpouecy pjemaBama MaTeMaTHYKHX 3a/JaTaka y
MaTeMaTHYKOj YYMOHHIM apryMEHTalHja ce yoOM4YajeHO 3axTHjeBa MpHu
oOpasnaramy 3akjbydaka (popmupama TBpAWH). XUNOTE3a KOTHUTUBHOT
JEIUHCTBA CACTOJU C€ y TOME€ Ja CTPYIAEHTH Tpeba Ja KOHCTpyUUly U
eKCIIOHUPAjy  HEONMXOJHY AapryMeHTalWjy Tpd  TMpOHATaXKEeHY U
KOHCTpYHCamy JT0Ka3a HEKE MaTeMAaTUIKe TBPIE T€ J1a j€é HHKOPIIOpUPajy
y IPETXOHO KOHCTPYUCAH JIOTUYKH JIaHAI] 32 KOjU MPEeTeHIyjy Ja je JoKa3
MIOMEHYTe MaTeMaTHuKe TBpAme. VcTpakuBaun 'KOTHUTUBHOT jeMHCTBA'
(ma mpumjep, Garuti, Lemutand Mariotti, 1996; Garuti, Boero, Lemut,
Mariotti, 1996) cy cBojeBpeMEHO MOKa3ajM Ja CTYJACHTH 3HATHO JIAKIIe
'MpuxBarajy’ J0Ka3ze MaTeMaTHUKUX TBPIHBH aKo y3 HUX MJI€ 3HA4ajHO
paspahena npumanna aprymenrtanuja. Ocnamajyhu ce Ha OBa UCTpaKUBama,
beruna [Megemont (Pedemonte, 2007) je mokasana Jia aHajau3a KOTHUTUBHOT
JEIUHCTBA HE MOKpHBA YBH]EK CBE aclleKTe penanuja Mehy aprymeHTanujom
U nokasuBameM. [loceOHO, OHa HCTHMYE Ja Cy 33 KOTHUTHUBHY aHAIIU3Y
apryMeHTalije 1 JIoKaza BakHa cinyjeneha nBa acrekra:
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(a) pehepenmmuu cucmem KOju Ce CaCTOjJH OJ CUCTEMA PEIIPE3CHTAIIH]a
(je3uK, XeypuCTHKa, MOJIEN) ¥ CUCTEM 3Hama (KOHIIETITH B TEOpEMe)
MOBE3aHUX ca MOTPEOHUM JJ0Ka30M U IpaTehoM apryMeHTalHjoM.

(6) cmpyxkmypa koja omoryhaBa JIOTUKY KOTHUTUBHOT MTOBE3UBAbHA
n3mely u3jana.

[Tonynumo cama oOpa3iokeme, Ha akaJeMCKOM HHBOY, MOjMa
jeqnakocT' (Tj. cuMb01 '="' ) Koju ce mojaBibyje y oaropopy 'l + 1 =2' Ha
nutawe Koauko jel+1? ca moueTka oBOT TEKCTA.

Heka cy ty,tp,t3, mpousBosbar TepMund, f GyHKIHOHATHH cCMOOT a
P mpenukarcku cum6oi. Jeonakocm, y o3Hal| '=' , je MpeAuKar Ipyror
pena Koju 3a0BoJbaBa ciujeaehe, miaay3uOUIHO TPUXBATIFUBE, AKCUOME:

E1 (Vi(t=1),

E2 (Vi) (Vi)(ti =t,=th =1y),

E (th)(vtz)(vtg)(tl Shathy=ta=>1t1 = t3),

E4 (th)(vtz)(tl = t2:>f(t1) = f(tg)),

ES (V) (Vi) (i = AP(t)) =P(t2)).

Kao mro ce Buau, MOjMOBHM KOjU TpeTxojae (MMILUIUIUTHOM)
yBohemy mojma (M cuMOona 3a) jeIHAKOCT Cy TepMH, (DYHKIHMOHAIHU
cuMOONM (aKTUBHOCTH Ha TEPMHMA) W TPEAMKATCKA CHUMOOIH (0coOWHE
TepMa) Kao M JIOTWYKe Be3e HckopumTeHe y cxemama El — ES. Jlakie,
JEIHAKOCT HHje HAEHTUTET, Beh ocoOumHa KOjy MAEHTU(DUKYjeMO YHyTap
HEKOT JIOMEHa TaKo Jla Cy HhEeroBa JiBa eJeMeHTa / TepMa jeIHaKa ako U caMo
ako ce y yciaoBuma onucaHuM akcuomama El — ES5 nonamajy Ha wuctu
HauuH.

Pagum wnycTpamuje, HyIuMO OKpYXeme, H0Ka3 U TpUIaIHy
apryMeHTalujy 3a MUTambe M3HECEHO Ha IOYeTKy OBOr Tekcra: Koaukxo
jel+1? Okpyxkemwe y KOjeM )KeJIMMO MPe3eHTOBaTH JoKa3 TBpawe '1+1 =2
je ckyn N mpuponmnux OpojeBa, COCOOHOCT Jbyackor Opojama (CBako
JbyIAcKo Ouwhe ce paha, mpema TBpAmamMa U3JI0KEHUM Yy YyBEHOM
JlepoHoBOM TE€KCTY ,,/lopujekno mamemamuuxkoe muuiverba“, n3 2003.
rOoJUHE, ca CIOCOOHOIIhy TMperno3HaBamka HEKOJMKO MPBUX MPUPOIHHUX
OpojeBa u cmocobHomhy Opojama TUX OpojeBa.) Te CIIOCOOHOCT
pasyMmujeBama Te Haimre criocoonoctu. Jom 1929. ronune, Dysene [leano je
OIKCA0 Te Halle CIOCOOHOCTH YTBPAMBIIM JIa CBAKO JbYJCKO Ouhe pasymuje

w
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KoHient '6poja 1' (To je OH camM) U KOHIIENT J1a 'U3a CBaKor Opoja Jo0Jjia3u
0poj'.

OBaj mocneamu KOHIETIT HA3Bao j€ c/bedbeHuK U OTIHCA0 ra Kao
¢ynkuujy S: N—>Nca ocobunama

N2 (Vt1)(Vi)(t = te=s(t1) = s(ts)),

N3 (th)(vtz)(S(tl) = S(tz ) =>4 = t3),

N4 (Vt)—-(s(t) = 1).

OBo, Kao nocneauIly, uMma:

(a) 1 je (mpBu) mpupoaaH O6poj.

(6) s(1) je mpupoman 6poj (koju o3HaYaBaMoO rpaGuuKuM CUMOOJIOM 2);
s(s(1)) = s(2) je Takohe mpupoaan 6poj (KOju 03HAYABAMO
rpadpuukuM cumOosioM 3); ¥ Tako Jajbe.

(B) Ako je t mpupoaan 6poj, Taaa je u S(t) rakohe mpupoman 6poj.

VYHyTap NpeTxoHO OMHMCAHOT OKPYXKEema, T0jaM (M 03HaKa 3a) cabupame ce
JeTepMuHUIIe (U TO, Ha JeJHUCTBEH HAYMH).

Hpumjep 6. Konuxo jel+1?

Jemoncrpanuja/ Aprymentauuja. Cadbuparse y ckyny N nmpupoaHux
opojena je pynkiuja + : NxN—->N onx nBuje Bapujabie koja 3a10BoJbaBa
ciujenehe ycnose (HapaBHo, Moke ce JoKa3aTu, ajau J10Ka3u HUCY
JEIHOCTaBHH, J1a TakBa (PyHKIIMja MOCTOJH U /1A j€ JeJUHCTBEHA):
(VO + 1 =5s(1), (Vt)(Vt)(t1 + s(t2) = s(t1+ t3)).
IToncjehamo ynTaole Ha YMHEHUILY 1a TEpMUH 'QyHKIMja' TOApa3yMHjeBa
cnujenehe nBuje cTBapu:
(1) 3a cBaku map npupoaHUX OpojeBa a u b mocToju KoMMIoHat a + b,
Tj. cabupame je 1epuHUCaHO 3a CBaKH Map MPUPOIHUX OpojeBa; u
(2) (va,a’,b,b’eN)((a,b) = (a’,b’) =at+b = a’+bh’),
Tj. 3a map OpojeBa a u b kommoHart a+b je jeauHCTBEH.
CrojcTBa omepamuja cabupama - acolyjandja W KOMyTalyja —
tpanchopmumry ckyn N npupoaHux OpojeBa y anredapcky CTPYKTYpPY
(N,=,%) kojy 30BeMO KOMyTaTHBHa aguTHUBHa mosyrpyna. ([Jlokasu na je
caOupame / aulija acolUjaTUBHO U KOMYTaTUBHO HUCY eleMeHTapHu.) U3
IpBE O]l MPETXOAHUX BajbaHUX (opmyna y ngoMHU N mpuponHux OpojeBa,
1j. 13 popmyne (Vi)(t + 1 = s(t)), cenmjasino 3a t = 1, umamo 1 + 1 =2.
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[Tonyhenn moka3 je Bpio jegHocTaBaH, anu nparehe HEONMXOIHO
o0Opa3inoxeme, HapaBHO, HUjEe TakBO. MHIIJbEHa CMO Ja OBaj MpHUMjEp
n00po wiIycTpyje moTpedy IocTojarba KOTHUTHUBHOT jeauHCTBa Mehy
JI0Ka30M U MPHUIATHOM HEOIXOJHOM apryMEHTAIMjOM, jep Y OBOM CIy4ajy,
0e3 OBOT MOCJIEIBET, J0Ka3 He O 01O MPUXBATIHUB.

Mpumjep 7. Joxazamu oa je 1 marwe 00 2.
Jemoncrpauuja / Aprymentanmja. Okxpyxkeme y KojeM Tpeba JoKa3atu
na je 1 mame onm 2 jecte ypeheHm moNynpcTeH MNPUPOIHUX OpojeBa
(N,=+,,1<). V¥V memy mnocroju penanuja 'Mame', y o3Hamm ' < ',
JeTepMUHUCAaHA Ha ciujenehn HavywH:
(Vt)(VE)( i<ty (AN)(ty + t = 1)).

Jlakne, mojMaM KOjU MPETXOAW OBOj JCTCPMHUHANMH j& cal0upame
npupoaHux OpojeBa (u ocoOuHe TOr cabupama). IIpema TOMe, paHuje
JIOKa3aHy jeHAKOCT

1+1=2,
mpeMa MPETXO0/IHOj ICTSPMUHAIIH]H, MOKEMO 3aITUCATH Y OOJIUKY

1<2.

(Cxpehemo naxxmwy ynTaona ja 0OpHyTa UMILUIMKALH]a, Tj. UMIUMKanyja 1 <
2 = 1+ 1 =2, ne Bpujeau.) OBa aprymMeHraIyja je UICTOBPEMEHO U OJITOBOP
Ha 3axTjeB '/lokazatu na je 1 mame ox 2.’

[TormyHo cMO carflacHM Ja ce MCTpaKMBaud MaTeMaTHYKOT
oOpazoBama Tpebamo 1a ce ¢GOoKycupajy Ha apryMeHTalu]y TpH
MaTeMaTHYKOM JIOKa3MBamky TBPIBU YaK U Yy HIDKUM pa3peuMa OCHOBHE
mKoJe. JenaH oX MpeTUMHHAPHUX IMJhEBAa HACTaBE MAaTEMAaTHKE, HA CBHM
HUBOMMa oOpa3oBama j€ OBJaJaBalke BjelITHHAMa JlOKa3uBawba U
apryMeHTallfje THX JIoKa3a. PerucrpoBane cy MHOre moTemkohe Kako Koj
yU4EHUKa TaKO U KOJ HHXOBUX YUHUTEha y pa3yMHjeBamby M MPUXBATABY
3HaTHOT Opoja MaTeMaTHYKuX TBPABKH. [IoTIyHO CMO carjlacHu ca CTaBOM
[Taona boepa, ca VYuuBepsuteta y DenoBu, ga cy Bese webhy
apryMEHTAaIlMjOM H JIOKa3uMa BpPJIO KOMIUIEKCHE ajH J1a je HUXOBO YYCHE
Hen30je’)kHO. AKO MMaMoO HaMjepy Jla HeKora IMOJy4yuMO MaTeMaTHYKUM
TBpAMaMa y Te HaMjepe o0aBe3HO Tpeba WHBOJBUpATH U MPUIIATHY
apryMeHTalujy 3a Te JoKaze. AKO JKeIMMO Ja 0coba Kojy IMOaydaBaMo
MPUXBATU COLMjaJIHy JIHMMEH3H]y aprymeHraundje (Tj. colroMaTeMaTHuKe
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HOpPME) MOpaMo Jia 00Jb€ pa3syMHjeMO CTPYKTYpPY T€ apryMeHTaIdje Te jaa
CMO HAYMCTO KOjy TO3MIMjy OHAa 3ay3uMa Yy TIPaKCH I[OJydYaBamba
matematuke (Knipping, 2012 ). Iloacjerumo ce nma je ca ,,AmcomyrHo!*
onropopwia Kpucruna Kuunuar (Knipping, 2012) na Illendpuigoso
nutatbe (Schoenfeld, 1994) ,Jla nu TpebamMO J[OKa3e Yy IIKOJCKO]
MareMarunu?

Ha kpajy oBor omjespka, MOXe ce€ CyOJMMHpaTH Jla HaKo je
JIOKa3HMBambe jeJlaH O HajHEPa3yMJBbUBHJUX U HAjIpOOIeMaTHUYHUJUX CTBApU
y MaTeMaTHYKOM KYpUKYIly, HACTaBHHUIIM MaTeMaThuke Ou Tpebano aa
MOJy4aBajy CBOje YYCHHKE Ja CXBarajy mnorpedy 3a m\HMa, Ja HX
NPEro3Hajy, Jla CXBAaTe HUXOBY YIOTY Yy MaTeMaTUId M MaTeMaTHYKOM
MUILBCIbY.

KOTrHUTHBHO jEIUHCTBO YYEHHYKHX / CTYJICHTCKUX AKTHBHOCTH Y
JOKa3WBamky MaTeMaTUYKUX TBpAmH u3ydaBanu cy llayn Boepo, Haha
Joyek, ®panrmicka Mopcenu u beruna Ilexemonte (Boero, Douek,
Morselli, Pedemonte, 2010) u ®yjura, [lonc u Kynumyne (Fujita, Jonesand
Kunimune, 2010) y cBojuM HellaBHO IyOJIMKOBAaHUM paloBUMA.

IIITa je TO 'MeTAKOrHUTHBHO jeHHCTBO'?

Mertakoruuuuja ce I1eTepMUHHUILE HajjeAHOCTaBHU]E Kao ,,MUILIIJbEHE
0 MUIUbeHY". MeTakorHuuuja cajapkKd J[BHje KOMIIOHEHTE: 3Halme MU
perynannjy. MeTakorHUTUBHO 3Ham€ yKJbyuyje 3Hame 0 cebu Kao ocolu
Koja yuyd M O (akropuMa KOjU MOTY YTHLATH Ha TO YyYeHe, 3Hambe
CTpaTervja Kao M 3Hame Kaja U Kako Tpeba ynoTpebspbaBaTH CTpaTeruje.
MeTakorHUTHUBHA perylalyja je MOPUTOPUHT HEeUHjer ca3Hamba U, CeM TOra,
Mojipa3ymMujeBa IJIaHUPakhe aKTUBHOCTH, 3aTUM IOJIpa3yMHjeBa CBJECHOCT
pasyMujeBama Kao M 3aJaTKe y4yera, MPOLjeHy YCIjeIIHOCTH MOCMaTpaHUX
mporeca u crpareruja. OapehuBame MaTakOTHHUIMjE 3aBUCH O]l HHU3A
¢dakTopa: (a) METAaKOTHHUIMja je KOMIUIEKCAaH KOHCTPYKT; (0) my HHje
Moryhe TUpEeKTHO omcepBHpaTH; (B) UECTO j€ HE MOXEMO Pa3IUKOBaTH O]
BepOAJIHUX CIIOCOOHOCTM M KamanureTa BepOamHe wmemopuje; U (T)
noctojehe Mjepe HacToje ce GoKycupaTH YHyTap HIKOJICKOT ydema alu U
JEKOHTEKCTYAJIN30BaTH OJ1 Hhera.
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MeTakorHUTUBHE AaKTUBHOCTU CY €CEHLIMjaJHE Yy CTpaTeIIKUM
aHJII/IKaI_II/IjaMa MCTAKOTHUTUBHOI' 3Hama Yy [J0CC3alby KOTHUTUBHUX
uusbeBa. OHe omoryhaBajy perynaiujy u KOHTPOJIY KOTHUTUBHUX IpoIeca
(Meijera, Veenmanbandvan Hout-Woltersc, 2006). KommoHenre
METaKOTHUTHUBHUX aKTHMBHOCTH MOTY C€ pa3BpCTaTH Ha HEKOJMKO HHUBOA
cneuupuynoctn  (mbug, crp. 210). Ha mnpumjep, Ha BHIIEM HHUBOY,
KOMITOHEHTE Kao IITO Cy IJIaHUpPamke, MOHUTOPUHT U eBajyalrja MOry OUTH
nperno3HaBane. Ha cpenmemM HUBOY, HEKe cnenu(uyHe KOMIIOHEHTE Kao
mTo cy wu30op uH(DOpMaluMja, peKanmuTylanuja Kao U pediekcuje Ha
mporece ydyewma MOry Outuh peructpoBane. Ha HukeM HHBOY,
METaKOTHUTHMBHE AaKTUBHOCTH C€ YOOWYajeHO [eTePMHUHHUINY, HA HUBOY
CTaHJApAHUX HACTaBHHX 33/1aTaKka Ha MpUMjep Kao Mmporeaype oapehubama
HEMO3HAaTHX TepMa YHYTap HEKOI KOHTEKCTa, MOTBphHUBame WU
onbanMBamke  MPETXOMHMX  3aKJbydyaka  3aCHOBaHMX  Ha  HEKUM
MOJKOHTEKCTUMA, WM HUCHHUTHBaKkE HEKOr  CIIEHjaTHOT  Cilydaja
TpetrpaHor matemartuuykor npobiema (Schoenfeld, 1987). Mako cy Bese
METaKOTHHUIIMjE ca pe3ylITaTuMa IoAy4aBama W Ydewma Ouile CyOjeKT
MHOTHX CTyAMja Yy JOMEHH MaTeMaTU4yKor oOpaszoBama (Ha mpumjep,
Arzarelloand Sabena, 2011; Bass, 2011; Blakey and Spence, 1990;
Chalmers, 2009; Dominowski, 1998; Flavell, 1976; Fortunato, Hecht, Tittle
and Alvarez, 1991; Gama, 2000; Garofaloand Lester, 1985; Goos,
Galbraithand Renshaw, 2002; Hinsz, 2004; Meijer, Veenmanandvan Hout-
Wolters, 2006; Moga (Maier), 2012; Nikiforuk, 2009; Panaouraand
Philippou, 2004 / 2005 / 2006; Pugalee, 2001; Rodriguezand Cepeda, 2008;
Schraw, 2001 u gpyru), joir yBUjeK HUje UCKPUCTAIU3UPAHO KOje MoceOHe
METaKOTHUTHUBHE aKTMBHOCTH Cy y BE3HM ca YCIjeXOM Yy MoJy4yaBamby U
yuewy maremaruke. neHTudukanmja 1 pazyMujeBambe OBUX aKTUBHOCTH
MOJKE c€ IIOKa3aTH BPJIO KOPUCHUM Y METAaKOTHUTUBHOM TPEHUPABY.

VY unaHky ,,MeTakOTHHUTHBHE aKTHUBHOCTH, j€IHa TaKCOHHMH]ja
(Meijera, Veenmanbandvan Hout-Woltersc, 2006) aytopu cy pa3suiu jeqHy
XHjepapXujy METaKOTHUTUBHUX aKTUBHOCTH.

Ocnamajyhn ce na XaGepmacos® MoJIeN palMOHAIHOT OHAIIAKbA Ca
TPHU KOMIIOHCHTC (eHI/ICTeMI/IOHOIHKe, TCJICOJIOMKE W KOMYHHKATHBHC

Jiirgen Habermas (18. juna, 1929, usennop®) memauku Gpuiao30¢h 1 COLHOIIOT.
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KOMIIOHEHTE) Ka0 M Ha KOHCTPYKT KOTHUTHBHOT jEJIMHCTBA, KOjU Cy YBEIU
[Tayn Boepo, Pocena I'apyru, Enpuxa Jlemyr u Mapuja Mapuotu 1996.
roJMHe, a MOTOM pa3BujeH y pany (Boero, Douek, Morselli & Pedemonte,
2010) youaBameM fa MOCTOje BUIIIE HUBOA Y apryMeHTaIfjama Koje mpare
JOKa3MBak€ MATEMATHYKUX TBPABHU: 'OCHOBHM HHUBO' M 'M€Ta HHBO',
utanujancku enykaropu depnunann Apsapeno u Kpucruna Cabena, y
cBoM pany (Arzarello & Sabena, 2011), caommteHoM Ha KOH(EpPEHIHUjU
EPME 7 (2011), ycBajajyhum mnpeTxoaHO NOMEHYTE pe3yjiTare CBOjHX
KoJIera, YBOJIE TCOPHjCKH KOHCTPYKT 'METa-KOTHUTHBHO jEIHMHCTBO' Kao
KOTHUTHBHO jeIMHCTBO U3Mel)y HHMBOaA aprymeHTanuje.

OCHOBHOIIIKOJICKA HACTAaBHUIIM Yy HIKHM pa3peluMa umajy
mpobyiieMa Kako ca yBOhemeM YYCHHKa Yy TIpolece JOKa3uBama
MaTeMaTHYKUX TBPJHM, TAKO M Ca YUYCHHYKHUM IMPUXBaTambeM MOTpeda 3a
MOCTOjambe JI0Ka3a W apryMeHTalja THX MaTeMaTHUYKuX TBPIHBU. MU cMo
CKJIOHH BjepOBamYy Jia TO, Y BehnHU, Mpon3ia3u U3 HACTABHUYKUX YBjepemba
Ja ce J0Ka3W MaTeMaTHYKUX TBPAKH Yy apTUMETHIM W PaHO] aiaredpu y
HIOKUM  pa3peauMa OCHOBHE IIMKOJIE MOTY 3acCHHBAjy Ha HEMOTIYHO]
uHaAyKuju. Ha mpuMjep, Ha 3axTjeB Ja TMOKaXy apUTMETHYKH 3aKOH O
CTaJIHOCTH 30upa

(Va,beN)(a+b = c= (VxeN)(x<a)((a-x)+(b+x) = c))
3HaTaH Opoj CTyJeHaTa YYMTEJbCKOT TporpamMa HYyIU JBa-TpU IpuMjepa
THIA
20+15=35=(20-7) + (15+7) =13+22=35

y TMOTIYHOM YyBjepewy Ja OM TakBM OJroBopu Tpedaso na Oyny
NPUXBATIBLUBU. MU cMo, Takohe, CKIIOHH YBjepemy /1a BUXOBE MOTEIIKohe
MPOU3MIIa3e U3 FHHXOBOI HEyouaBama CYIITHHCKHX pa3jinka Mel)y T3B.
MPUPOJIHUM U MaTEMaTHYKUM MPUCTYIIOM Ka JOKa3UBaWky U apryMeHTalluju
MaTeMaTHYKHUX TBPIBH. Halr KOHIENT /1a CTYACHTH yYUTEJbCKUX TporpaMa
Tpeba aa cy ¢aMmwiIMjapHu HE caMO ca KOHKpeTHMM Beh U ca TeopHjcKuM
MoOJIeTMMa JIOKa3MBamkba H apryMEeHTaIlje MAaTeMaTHIKUX TBPIHH, U3JI0KEH
y OBOM H3Bj€lITajy, 3aCHUBA CE HA TOM YBjepemy, ajll U Ha WU3BjellTajuMa
BEJIMKOT Opoja HMCTpaKMBadya MaTEeMaTHYKOT oOpa3oBama (Ha MpHUM]jEp:
Hanna, 1989; Duval, 1992; Balacheff, 1987; 1999; Hareland Sowder, 1998,
Mariotti, 2001).
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Munubewma cMO Ja je jeaaH o KJbyYHHMX MOMEHAara y Ipolecuma
CEMHOTHYKHUX pa3MmaTpama (mpema Burorckom) xoja ce ogHoce Ha motpede
J0Ka3uBama M pa3yMHjeBama KOHLENaTa y THUM JOKa3uma (Jakie,
apryMeHTaIfje) KoHeKkja Mehy anatuma U 3Hauema KOjU C€ KOPHUCTE Y
MaTeMaTHUYKO] YYMOHHUIM, C JeOHE CTpaHe, U, C Jpyre CTpaHe,
MaTeMaTHYKUX IOjMOBa M KOHIIENAaTa MOKPUBEHUX TUM mojMoBHMA. [lon
THM MHUCIMMO Ja OM peanu3aToOpH HAacTaBe MaTeMaTHKe Tpedallio na cy
CBjECHM KOMIUIEKCHOCTH CBOjUX aKTHBHOCTH, M MOryhux moremkoha mpu
TOME, KOj€ C€ OJIHOCE Ha IUIAaHMpAIE M peanu3ally HaCTaBHHUX 3ajJaTaka y
HUJby JlOCE3ala HaMjepa yIo3HaBamba Yy4YeHHKa ca JOKa3HBambeM
MaTEeMaTHYKUX TBPAH (T3B. KOTHUTUBHUX I[MJhEBa HACTaBE MATEMAaTHUKE),
il ¥ TpUXBaTama MOCTOjaba MOTpeda 3a JO0Ka3WBameM (T3B. LUJBEBU
HACTaBE MaTeMaTUKE BE3aHU ca pa3BHjalkbe€ CIOCOOHOCTH) M mpaTehum
aprymMeHTanujama (T3B. [UJbEBH HACTaBE MAaTEMAaTHKE BE3aHU Ca pa3BUjarbe
BjEIITUHA, Qi M UUJbEBU BE3aHU 3a YCBAjahbeM COIMOMATEMAaTHUKHX
HopMmu Oynyhu na aprymenTanuja tpeba na Oyne npuxsaribua). [Ipu Tome
MHUCIIUMO Ja OM y TpolecuMa IJIaHWpama aKTUBHOCTH, DPEaTn3aTopu
HacTaBe Tpebamo na, wusMel)y ocrtajor, BoJe pauyHa o cienehum
KOMITOHEHTaMa!

1. EnucTemMuoIIONiKoj aHaJIM3M TI0jMOBA M O3HaKa KOje HaMjepaBa
Jla KOPUCTH;

2. KorHutuBHOj aHATN3H;

3. JluIakTU4KOj aHAJIM3U KOHIENaTa Koje IIaHupa /1a yBOJH,
bUXOBOM OKPY)KEHY U BbUXO0BO] aJIEKBaTHO] HHTETPALIU]H Y
MPETXOAHO pOopMHUpaHe KOTHUTUBHE PABHU CBOJUX YUEHHKA.

3ak/py4yak

Ham mpuctyn cyrepumie mMoryhum HauumH 3a yBolheme Jo0Kasza, U
oOpasnarame MOTHBA TOT yBOheHa, HHIUPEKTHUM ITyTeM Kao M BE3€ THX
JI0Ka3a ca NpUIaaHOM aprymeHtauujoM. IloceOHO je BaxHO J1a ce
KyJITUBHUIIIE WJCja PAIMOHAIHOCTH HEMOTYhMX KOHTEKCTa y Be3W ca
apryMEeHTalljoM KoOja TIOTKpelJbyje €JIeMEHTE HHIUPEKTHOr JI0Ka3a
nperuinhyhu eneMeHTe TeneosomKe KOHTPOJIE U eMUCTEMUOJIOIIKHAX 3HAbA.
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VY crBapw, y HAacTaBd MareMaTHKe, a MOCEOHO y METOAMIM HACTaBe
MaTeMaTHKe, I[OCTOjH  CHaXHA  MOTpeda 3a  3aJ0BOJbABAEM
COIIMOMATEMATHYKIX HOPMH BE3aHUX 3a mparelly apryMeHTauujy y3 JoKa3
HECKE MAaTCMaTU4KC TBPAKC qyuMe Cce INOCHTHpPAa KOMYHHUKATUBHA
KOMIIOHECHTA i ¥ CMHUCTEMHOJIOIIKA KOMIIOHEHTA [IPU PE30HOBAY BUIIE
HETO je TO CJIy4aj ca TEeJICOJIOMKOM KOMIIOHCHTOM.
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HOW DO PRIMARY SCHOOLS MATHEMATICS PRE-SERVICE
TEACHERS CONSIDER MATHEMATICAL PROOFS AND
MATHEMATICAL ARGUMENTATION
(PERSONAL REFLEXION)

Summary

Starting from a general discussion on mathematical proof, a structural analysis
wascarried out in this presentation, leading to the construction of a model within
whichdirect and indirect proofs can bedescribed and how our students consider these
proofs. The model shows itself a good interpreting tool to identify and explaincognitive and
didactic issues, as well to precisely formulate research hypothesesconcerning students'
difficulties withdirect and indirect proofs. We discuss the theoretical construction of
‘cognitive unity’ and ‘meta-cognitive unity’, which may give reason of success and
difficulties in indirect proofs.
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