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Sazetak: Rad daje pregled dijela teorija i radova znacajnih za promisijanje nastave oblika i prostora,
posebice u ranom ucenju. Pritom upucuje na nove mogucnosti koje mogu mijenjati krajolik
obrazovanja geometrije. Cilj je suvremeniji, kvalitetniji kurikul i nastava oblika i prostora, s boljim
postignuc¢ima ucenika i manje prouzrokovane tjeskobe u ucenika. Tu spadaju: istraZivanje shvacanja
oblika i prostora, njegove povezanosti sa Skolskom matematikom i geometrijom, vaznost geometrije
preslikavanja u nastavnom planu ukljucujuéi simetriju i druge izometrije, funkcija crtanja,
modeliranja, igre, opisivanja u konstrukciji geometrijskog znanja, uloga digitalnih tehnologija i
mogucénost prosirenja geometrije osnovne Skole od njezinog tipicnog naglaska na rjecniku do rada na
sastavljanju, rastavljanju, razvrstavanju, usporedivanju i mentalnom upravljanju dvodimenzionalnim i
trodimenzionalnim figurama. Promjena pristupa u poucavanju geometrije kompatibilna je s
naglaskom na konstruktivisticki pristup u poucavanju i kreiranju kurikula.
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Uvod

Matematika se kao znanost i nastavni predmet nerijetko smatra frustrirajuéom. Uobicajen je to
dozivljaj matematike Ciju su utemeljenost pokazala mnoga znanstvena ispitivanja osjecaja stresa i
nelagode u odnosu na matematicki test, pa i samo ucenje matematike, kao primjerice Gough (1954) ili
Hembree (1990). Ispitivanja su se u najvecoj mjeri odnosila na uzrast studenata i srednjoskolaca, no
ona novija ukazuju da je takav osjecaj raSiren i medu mladom populacijom, ¢ak u razrednoj nastavi
(Witt, 2012). Upravo Witt (2012) osim uobiCajenog ispitivanja tjeskobe kao posljedice lose
matematicke izvedbe pokazuje da loSa matematicka izvedba moZe biti posljedica tjeskobe, s obzirom
da ista djeluje na kratkorocno pamcenje. Dakle, odnos to dvoje je dvosmjeran i kompleksan. S druge
strane, matematicku tjeskobu moze pobuditi i samo prikazivanje podataka znamenkama (Witt, 2012).
Veca uspjeSnost u matematici, medu ostalim bolji rezultati testova i druge pozitivne povratne
informacije svakako smanjuju navedeni osjecaj tjeskobe (Hembree, 1990). Smanjiti tjeskobu i
povecati uspje$nost u¢enika u matematici moze se sagledati i pokusati na viSe nacina — utjecanjem na
nastavnike povecéavaju¢i njihovu spremnost i predavacke vjeStine, utjecanjem na roditelje koji ce
pozitivno utjecati na djecu, pogotovo u mladem uzrastu, te utjecanjem na same ucenike (Wang, 2021).
U slu€aju nezadovoljavajucih rezultata na nacionalnom nivou, ili naprosto potrebe za poboljSanjem,
odita je mjera izmjena nacionalnog kurikula za predmet Matematika. Naravno, nisu to jedine mjere,
mentalno zdravlje ucenika i motivacija za rad mogu se popravljati i mikropauzama, meditacijama i
sli¢nim aktivnostima, neovisno o specifi¢nostima predmeta, konkretno matematike. Jenifer, Rozek,
Levine i Beilock (2022) najnovijim istraZivanjem pokazuju da ucenici koji osjecaju tjeskobu od
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matematike sami pribjegavaju neefikasnim metodama ucenja i vjezbanja, primjerice ponavljaju sheme
ucedi ih napamet, izbjegavaju problemske zadatke i sli¢no, ¢ime se dodatno zapetljavaju u magi¢ni
krug tjeskobe i loSih matematickih rezultata.

Veza izbjegavanja problemskih zadataka i tjeskobe spram matematike moZe se uoditi i u podrucju
geometrije (Sunardi, Yudianto, Susanto, Kurniati, i Dwi Cahyo, 2019; Soewardini, Sukrisno i
Meilantifa, 2019) — problemski zadaci iz geometrije nisu intuitivniji od drugih, dapace, Cesto
zahtijevaju veliki nivo formalnosti i matemati¢ke strogosti. Studenti uciteljskih studija sveucilista u
Cérdobi u Gutiérrez-Rubio, Ledn-Mantero, Maz-Machado i Madrid-Martin (2020) ispitani su o
njihovim stavovima prema vaZznosti i razlozima poduCavanja geometrije. Takoder, iskazali su
subjektivni osjecaj vlastite matematicke anksioznosti. Istrazivanje je pokazalo da je veéina ispitanika
istaknula vaznost geometrije zbog razvijanja sposobnosti vizualnog karaktera kao $to su prostorni zor,
prepoznavanje oblika i povezivanje s oblicima iz svakodnevnice, dok ih je manje istaknulo vaznost u
razvoju problemskog i logi¢kog misljenja. Studenti s nekim oblikom matematic¢ke tjeskobe vise su
naglasili proceduralne aspekte ucenja geometrije i vaznost razlikovanja prostornih i ravninskih oblika
te racunanja udaljenosti, povr$ina i volumena. To zna¢i da ¢e vjerojatno ti studenti naglaSeno
poucavati geometriju proceduralnim nac¢inom. Studenti koji su iskazali da nemaju osjecaj tjeskobe
spram matematike znacajno su ¢e$ée istaknuli da geometrija poti¢e razvoj prostornog zora, pomaze u
rjeSavanju svakodnevnih problema te je sveprisutna u nasim zivotima.

Geometrija, odnosno podrucja domena Oblik i prostor 1 Mjerenja prema hrvatskom nacionalnom
Kurikulumom za nastavni predmet Matematika usvojenom 2019. godine, uz aritmetiku jedna je od
dvije osnovne grane matematike koje su povijesno inicirale razvoj same matematike. Razvoji tih grana
u Starome svijetu pak vezani su uz prelazak na sjedalacki nadin Zivota i poljodjelstvo, potrebu za
preciznim mjerenjima radi jasnih odredivanja granica vlasnistva, pravednijeg oporezivanja i vecih
moguénosti trgovine. Dug je put bio od prvih razmisljanja o oblicima i njihovim veli¢inama do prve
aksiomatski zasnovane matematicke teorije, antologijskog Euklidovog djela Elementi. Gotovo jednako
dugo to je djelo bilo najvazniji izvor geometrijskog znanja te najvazniji smjerokaz za poducavanje
geometrije.

Metode, osnovne smjernice i ideje u poucavanju geometrije predmetom su intenzivnog
proucavanja od druge polovice 20. stolje¢a do danas. Te ideje, u najveéoj se mjeri radi o
konstruktivistickom pristupu, trebale su utjecati i utjeCu na nacionalne matematicke kurikule. U
hrvatskom Kurikulumu nastavnog predmeta Matematika (2019) doslo je do nekih poboljsanja u
pristupu geometriji, ali i smanjenja vremena i prostora posveéenog geometriji. Umjesto isticanja
(geometrijskih) koncepata i njihovog povezivanja u nastavi Matematike, Cesto se ona svede na
rjeSavanje rutinskih zadataka, u ovom slucaju iz geometrije (Glasnovi¢ Gracin, Kuzle, 2019).
Glasnovi¢ Gracin i Kuzle istiu potrebu analize razli¢itih nacionalnih kurikula. Tako ¢emo bolje
sagledati dobro i loSe i vidjeti koliko smo se s kurikulom uspjeli pribliZiti konstruktivisticCkom pristupu
poucavanja, te ugradivanju fundamentalnih, ili velikih ideja u tkivo $kolske geometrije. Pritom
moramo imati na umu svu aktualnost geometrije, njezine vaznosti u svakodnevnici — osim ,,klasiénih*
primjera svih inZenjerskih struka te vizualnih umjetnosti, dovoljno je da primjerice osvijestimo koliko
su sveprisutni GPS, odnosno globalni navigacijski sustavi, te GIS, odnosno geografski informacijski
sustavi. Takoder, trebamo se vratiti na odnos matematike i naSeg mentalnog znanja, te se podsjetiti da
kvalitetna nastava i matemati¢ko znanje itekako podizu kvalitetu Zivota i doprinose mentalnom
zdravlju (Zios i Kirchgasler, 2021).

Cilj rada je postaviti osnove za daljnja istrazivanja unapredivanja kurikuluma i nastavne prakse
domene Oblika i prostora, u smislu razvoja i povezivanja koncepata oblika i prostora, pozitivnog
utjecaja takve nastavne prakse na ucenicka postignuca i cjeloviti psihofizicki razvoj ucenika.

Oblik i prostor u nastavnom kurikulu

Prostor i oblik prirodno su mjesto i sredstvo za razvijanje intelektualnih, drustvenih, estetskih,
stvaralackih, moralnih, tjelesnih i drugih sposobnosti, prakti¢nih vjestina i odlika osobnosti. To su
ujedno temeljni cijevi i zadace usmjerene na razvoj ucenika odredene hrvatskim nacionalnim
Kurikulumom za nastavni predmet Matematika usvojenom 2019. godine. Putem ucenja sadrzaja
unutar domene Oblik i prostor i interakcijom s ostalim domenama te matemati¢kim argumentiranjem
prostornih veza, rabeéi prostorni zor i modeliranje, u€enici pronalaze primjenu matematickih rjeSenja
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u razli¢itim Zivotnim situacijama. Prepoznaju ravninske i prostorne oblike i njihova svojstva u
svakodnevnome okruzju te ih upotrebljavaju za opis i analizu svijeta oko sebe. Putem shvacanja
prostora, oblika u prostoru, oblika likova i tijela, te njihovih odnosa u prostoru, u¢enici grade temelj za
rjeSavanje problema, kako u matematici tako i u ostalim predmetima, i kona¢no, u zZivotu. Pojmovi
oblika i prostora iz ovog rada pripadaju geometriji, posebnoj grani matematike koja se bavi oblicima u
prostoru, njihovim veli¢inama i odnosima medu njima.

Da bismo odgovorili na vazna pitanja: Kako i zaSto poucavati geometriju? Koje metode i oblike
poucavanja koristiti? Koliko geometrijskih sadrzaja je uopce potrebno u nastavi matematike? U kojoj
je mjeri potrebna korelacija s drugim $kolskim predmetima? prvo se trebamo zapitati: Sto Zelimo
posti¢i nastavom geometrije? S kakvim sposobnostima i predznanjima dolaze nasi ucenici u Skolu?
Koje kvalitete kod ucenika Zelimo razviti (a uklju€uju razvijanje matematickog misljenja, formiranje
osobnosti, razvijanje kreativnosti i stjecanje prakti¢nih znanja i osposobljavanje za primjenu
geometrije u svakodnevnom Zivotu)?

Ako se uceni¢kom radu pristupa problemski i istrazivacki razvija se kod ucenika logicko
zaklju€ivanje, analiziranje i sistematiziranje. RjeSavanje problema jedan od temelja ucenja
matematike. Razvijanjem prostornog zora poti€e se vazna sposobnost vizualnog predocavanja
apstraktnih sadrzaja, a time i specifi¢an oblik rjeSavanja problema. Ufenjem geometrije razvijamo
sposobnosti vizualizacije, posebno deduktivno zaklju€ivanje i obrazlaganje te sposobnost dokazivanja,
kriticko misljenje, intuiciju, percepciju i mastu (Jones, 2002). Time se ujedno olakSava i rjeSavanje
algebarskih i aritmetic¢kih problema te razvija matematicke kreativnosti i kreativnosti. Geometrija tako
igra kljuénu ulogu u ucenju drugih podrucja matematike, ali i ostalih predmeta. Na primjer, koncepti
razlomaka povezani su s geometrijom, a pomocu njih mozemo objasniti i glazbu (usporediti
Tymoczko, 2011). Pomocu geometrije moZemo promatrati odnose ulaznih i izlaznih podataka,
odnosno usporedivati grafove funkcija i graficke prikaze podataka u statistici. Omjeri i razmjeri
direktno su povezani s geometrijskim konceptima sli¢nosti i, naravno, mjerenja (Jones, 2002).
Geometrija pruza kulturoloski i povijesno bogat kontekst unutar kojeg se moze poucavati matematika
te doprinijeti, osim intelektualnom, takoder i duhovnom, moralnom, drustvenom i kulturnom razvoju
ucenika (Jones, 2002). Dalje, geometrija je bogat izvor mogucénosti za razvijanje ideje dokazivanja.
Vrijedno je naglasiti da vizualne slike, medu njima i one kojima se moze manipulirati na ekranu
racunala, pozivaju studente na promatranje i pretpostavke generalizacije. Dokazivanje pretpostavki
zahtijeva od ucenika da razumiju kako su promatrane slike povezane jedna s drugom i povezane s
temeljnim ,gradevnim blokovima“. Razvijati razumijevanje povezanosti prostornih pojava i
primjenjivati to razumijevanje u interpretaciji smisla nove situacije i rjeSavanju problema mora biti dio
obrazovnog iskustva svih ucenika. Manipuliranje slikama u glavi moze potaknuti samopouzdanje i
razviti intuitivno razumijevanje prostornih situacija. Dijeljenje osobnih vizualnih slika moZe pomoc¢i
razvijanju komunikacijskih vjestina, kao i omogucavanju u¢enicima da vide da Cesto postoji mnogo
nacina tumacenja slike ili pismenog ili govornog opisa (Jones, 2002).

Oblik je odnos krivih i ravnih povrSina u vanjskom izgledu, reljef, vidljiva uobli¢enost
dijelova, konfiguracija, nacin na koji nesto percipiramo, a moZze biti obris predmeta, tijela ili osobe.
Oblik objekta smjestenog u nekom prostoru odnosi se na dio prostora koji taj objekt zauzima, a koji je
odreden njegovom vanjskom granicom — izdvojeno od ostalih aspekata toga objekta, poput boje,
sadrzaja ili tvari od koje je graden, ili njegova poloZaja i orijentacije u prostoru i veli¢ine. Jednostavne
oblike moguce je opisati geometrijski kao tocke, pravce, krivulje, ravnine, likove, tijela itd. Oblici koji
se pojavljuju u fizickome svijetu obi¢no su poprili¢no sloZeni; mogu biti proizvoljno zakrivljeni, kad
su predmet diferencijalne geometrije, ili fraktalni, kao kod biljaka i obalnih crta. Nadalje, oblik je
osnovni konstrukt prilikom kognitivnog shvacanja geometrije, ali i poimanja svijeta opcenito. Na
primjer, mala su djeca u jednom istraZivanju kategorizirala objekte samo po svojstvima oblika (Jones,
2002). Kada uce imena objekata, takoder ih mentalno povezuju s oblicima. O oblicima u nizim
razredima osnovne $kole posredno i neposredno u¢imo kroz sve nastavne predmete, §to je vidljivo iz
predmetnih kurikula, te razgovaramo i opisujemo ih.

Oblici se nuzno nalaze u prostoru. Kada je Covjek poceo razvijati svijest, zapocelo je i njegovo
shvacanje prostora u kojem postoji. U pocetku ljudske povijesti to shvacanje je bilo ograni¢eno na
onaj prostor u kojem se Covjek kretao, lovio i Zivio. Tijekom vremena spoznaja o prostoru se
prosirivala, prije svega u ¢ovjekovoj svijesti. Euklidski prostor koji se ¢esto spominje u matematici je
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najjednostavije reeno, onaj prostor koji intuitivno svakodnevno zami$ljamo (Merzbach i Boyer,
2011), odnosno, prostor u kojem primjenjujemo aksiome i postulate euklidskog prostora (Britannica).

U radu se ispituje razvoj spoznaje prostora djeteta od predSkolske dobi i mogucénost
prosirivanja te spoznaje te geometrijskog misljenja i prostornog zora tijekom nastavnog procesa.
Prostorni zor intuitivni je osje¢aj za oblike i odnose medu njima, a zajedno s geometrijskim
rasudivanjem razvija sposobnost misaone predodzbe objekta i prostornih odnosa (Odluka o donosenju
kurikuluma za nastavni predmet Matematika za osnovne $kole i gimnazije u Republici Hrvatskoj,
2019). Unutar nastavnog predmeta Priroda i druStvo ve¢ u drugom razredu ucenik usporeduje
organiziranost razli¢itih zajednica i prostora dajuci primjere iz neposrednoga okruZja te se snalazi u
prostoru, izraduje, analizira i provjerava skicu kretanja (Odluka o dono$enju kurikuluma za nastavni
predmet Priroda i druStvo za osnovne $kole i gimnazije u Republici Hrvatskoj, 2019) za §to je
potrebno znanje o prostoru, a moze i posluziti kao podloga za ucenje geometrije. U tjelesnoj i
zdravstvenoj kulturi, na primjer, mozemo se sluziti raznim igrama gdje prostor oznacavamo poljima,
dok u likovnoj kulturi u¢enik nuzno stvara u prostoru (Clements i Battista, 1992).

Jean Piaget i Bérbel Inhelder autori su mnogih radova i tvorci vjerojatno najutjecajnije teorije
kognitivnog razvoja, a unutar toga i one (Piaget i Inhelder, 1956) o dje¢joj koncepciji prostora. Prikazi
prostora stvaraju se kroz progresivnu organizaciju djetetovih motorickih i internaliziranih radnji, $to
rezultira operativnim sustavima. Reprezentacija prostora, dakle, nije perceptivno o€itavanje prostornog
okruZenja, ve¢ je izgradena iz prethodnih aktivnih manipulacija tim okoliSem. Progresivna
organizacija geometrijskih ideja slijedi odredeni redoslijed. Dijete prvo spoznaje topoloske odnose
(npr. povezanost, zatvorenost i kontinuitet), a kasnije projektivne (uglatost, ortogonalnost, oblost) i
naposljetku euklidske (kutnost, paralelnost i udaljenost) odnose. To je nazvano tezom topoloske
primarnosti. Piaget i Inhelder tvrde da je percepcijski prostor konstruiran u senzomotori¢kom
razdoblju, dakle priblizno do druge, tre¢e godine Zivota. Razvoj percepcijskog prostora prednjaci
razvoju konceptualnog, tako Sto njegov razvoj takoder utjelovljuje tezu topoloske primarnosti i on je
takoder konstruiran, to jest, ne postoji od samog pocetka razvoja. Znanje o spoznavanju oblika i
prostora dodirom te stvaranju slike oblika moZe nam posluziti da osmislimo aktivnost u razredu gdje
¢e djeca zatvorenih ociju opipavati predmete i opisivati ih. Budu¢i da je crtanje djelo koje utjelovljuje
shvacéanje konceptualnog prostora, a ne percepcije, Piaget i Inhelder tvrde da su neto¢ni crtezi odraz
neadekvatnosti mentalnih alata za prostornu reprezentaciju (doista, nesposobnost male djece da
nacrtaju kopiju ¢ak i jednostavnih oblika uzima se kao pokazatelj da je koordinacija radnji, a ne
pasivna percepcija, temelj temelja konceptualnog razvoja prostora). Opet, tvrde i da nacrtane kopije
geometrijskih oblika prvo predstavljaju topoloska obiljezja. Na primjer, u dobi od oko 3. godine krug
se crta kao nepravilna zatvorena krivulja, a kvadrati i trokuti se ne razlikuju od krugova. lako djeca ne
razlikuju ravne i zakrivljene figure, ispravno prikazuju topoloSka svojstva (npr. zatvorene staze s
malim zatvorenim stazama unutar njih, na njima ili izvan njih). Neto¢nosti u crtanju zato bi se mogle
pripisati motori¢kim potesko¢ama. Medutim Piaget i Inhelder pruzaju protuprimjere, poput djeteta
koje je moglo crtati bor s granama pod pravim kutom, ali ne i kvadrat. Oko 4. godine dolazi do
progresivne diferencijacije euklidskih oblika. Kriterij za ovu fazu uspjes$na je reprodukcija kvadrata ili
pravokutnika. Euklidski odnosi, poput kuta i nagiba, razvijaju se, no sporo. Tek s oko 6-7 godina svi
su problemi prevladani (Clements i Battista, 1992).

Prema Piagetu i Inhelder razlika izmedu topoloskih i projektivnih ili euklidskih odnosa odnosi
se na nacin na koji su razli¢ite figure ili objekti povezani s drugim. Prve su unutar odredenog lika;
potonje ukljucuju odnose izmedu figure i subjekta (projektivni) ili izmedu samih figura (euklidski).
Projektivni odnosi poc¢inju psiholoski u trenutku kada se lik viSe ne promatra izolirano, ve¢ se pocinje
sagledavati u odnosu na glediste. Djeca konstruiraju referentne sustave iz operativnog povezivanja i
koordinacije svih mogucih toc¢aka gledista, svih kojih su svjesni. Takva je globalna koordinacija
prostornog stajalista osnovni preduvjet u konstrukciji jednostavnih projektivnih odnosa, iako takvi
odnosi ovise o odredenom glediStu. Ipak, jedno glediSte ne moze postojati na izolirani nacin, vec¢
nuzno ukljucuje izgradnju cjelovitog sustava koji povezuje sva gledista. Izgradnja sli¢nih figura,
primjerice, nastaje u razvoju predodzbi koje se pretpostavlja da su posredne izmedu projektivnog i
euklidskog prostora. Intuicija prostora nije "Citanje" ili urodeno poimanje svojstava predmeta, veé
sustav odnosa povezanih s radnjama izvrSenim na tim objektima (Clements i Battista, 1992).

Erich Christian Wittmann (1999) ponudio je sedam fundamentalnih ideja o geometriji koje je
preporucila krovna svjetska matematicka organizacija za nastavu matematike International
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Commission on Mathematical Instruction ICMI (Mammana i Villani, 1998). ICMI grupi za
poboljSanje nastave geometrije je cilj identificirati vazne izazove i nove trendove za buducnost u
podru¢ju nastave geometrije te tezi implementaciji novih tehnoloskih otkri¢a u nastavu geometrije u
svrhu pobolj$anja metoda poucavanja (Mammana i Villani, 1998, prema Milos, 2018). Wittmannove
polazne tocke za kurikul geometrije su: 1. podjela oblika prema prostornim dimenzijama (a te oblike
imenujemo, prikazujemo i konstruiramo); 2. transformacije geometrijskih oblika preslikavanjima u
ravnini i prostoru; 3. koordinatni sustav uvodi se opisivanjem pozicije to¢aka geometrijskog oblika te
meduodnosa objekata pomocu koordinata; 4. pomocu mjernih jedinica mjeri se duljina, povrsina,
oplosje i volumen geometrijskih oblika, veli¢ina kutova (¢ije mjerenje vodi u trigonometriju); 5.
geometrija omogucava povezivanje viSe toCaka, linija, likova i tijela da bi tako nastali novi
geometrijski uzorci i strukture, sukladno sa sadrzajem i razinom koja se poucava u Skoli; 6. oblicima iz
okruzenja smatraju se svi objekti iz svakodnevice na kojima se mogu primjenjivati razne operacije, a
medusobni odnosi medu stvarnim objektima mogu se opisati pomocu geometrije; 7. geometrijske
Cinjenice vezane za prostor i ravninu, ali i apstraktni odnosi izmedu veli¢ina i koli¢ina mogu se
prevesti u jezik geometrije i pomocu same geometrije opisati, a rjeSenje je moguce ponuditi kao
prakti¢no (Wittmann, 1999, prema Milos, 2018).

Nas je posljednji kurikul puno vise ,,wittmannovski“ nego prethodni (Odluka o donoSenju
kurikuluma za nastavni predmet Matematika za osnovne $kole i gimnazije u Republici Hrvatskoj,
2019), no sigurno moZe i vjernije pratiti navedenih sedam fundamentalnih ideja. Primjetno je, naime,
da se odredene ideje javljaju tek u vi$im razredima osnovne $kole i kasnije, dok su u razrednoj nastavi
zanemarene. U razrednoj nastavi isticu se ideje oblika u prostoru i ravnini i mjerenja, a u relativno
maloj pa i zanemarivoj mjeri integrirani su oblici iz svakodnevnice, koordinatni sustavi, povezivanje u
nove uzorke i strukture, preslikavanja i geometrizacija.

Kurikul, svaki pa tako i nas$, prati i unapreduje razinu geometrijskog misljenja u¢enika. U tome
se najveli broj istrazivaca i prakticara ravna Zivotnim djelom supruznika van Hiele, baziranom na
njihovim doktorskim disertacijama. Van Hiele su definirali pet razina geometrijskog misljenja i
razumijevanja te istrazivali razvoj geometrijskog misljenja, karakteriziran prelaskom s niZze razine
znanja na vi$u (van Hiele, 1957). Pritom su razine sekvencijalne i hijerarhijski posloZene, pojmovi
koje se dosegne u nizoj razini postaju predmetom proucavanja u vioj, a jezik, simboli i odnosi medu
njima specifi¢ni su za svaku razinu te ucenici s niZe razine geometrijskog misljenja ne mogu razumjeti
ucitelja koji koristi mozda iste pojmove, ali u kontekstu vise razine. Prelazak na vi$u razinu odgovara
usvajanju pojmova i procesa koji karakteriziraju tu vi$u razinu. Redoslijed razina je nepromjenjiv, one
su redom: razina prepoznavanja — ucenici prepoznaju i klasificiraju oblike prema izgledu odnosno
nekim svojstvima; razina analize — svojstva se analiziraju i opisuju; razina neformalne dedukcije — na
osnovu svojstava oblici se stavljaju u odnose; razina formalne dedukcije — ucenici dokazuju tvrdnje o
oblicima i svojstvima; razina strogosti — usporedivanje teorija odnosno aksiomatskih sustava. Za svaku
razinu ve¢ su bogato opisane aktivnosti koje toj razini odgovaraju i pomazu prelasku na sljedecu, npr.
u Crowley (1087). Razne analize pokazale su da ucenici, pogotovo u ameri¢kim i europskim
obrazovnim sustavima, u pravilu po zavrSetku srednjoskolskog obrazovanja nisu postigli posljednje
dvije razine, a nerijetko ostaju na prvoj (nultoj) (Usiskin, 1982; Sunardi i sur., 2019).

Velike ideje - uzorci, relacije, simetrije, transformacije, promjene

Djeca mogu rano raspoznavati razlicite oblike (Piaget i Inhelder, 1956; Clements, 1999), no
Sto je s jednakim (sukladnim) i sli¢nim oblicima? Neka isprva matematicki irelevantna svojstva kao
Sto su kosina, omjer lika i u nekim situacijama orijentacija (Hannibal i Clements, 2000) igraju ulogu u
kategorizaciji likova. Neka djeca prihvacaju trokut i kad njegova stranica (,,baza*) nije vodoravna, no
ono $to je mnogo zanimljive je da su mnogima od njih Cesto bitniji nagnutost i simetrija. Tako ¢esto
odbacuju trokut ,.jer to¢ka na vrhu nije u sredini” (Clements, 1999). Kod trokuta preferiraju omjer 1:1,
to jest, da su duljina ,,baze* i visina trokuta otprilike iste duljine. Odbacuju sve trokute koji su, djecjim
rije¢ima, ,,premrSavi® ili ,,nedovoljno Siroki* (Hannibal i Clements, 2000). Za pravokutnike, s druge
strane, neka prihvac¢aju paralelogram i jednakokracan trapez. Istrazivanja provedena u prvim
razredima u Sjedinjenim Ameri¢kim Drzavama podrzavaju Cinjenicu da se ucenici koriste raznim
kognitivnim procesima u raspoznavanju oblika, od raspoznavanja svojstava kao §to su ,.Sirok* ili
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,uzak® do izravnog manipuliranja oblikom kako bi ga transformirala u drugi (Clements i Battista,
2000, prema Lehrer i dr., 1998). Pokazalo se da se djecje prostorno rasudivanje ne mijenja mnogo
uce¢i geometriju kako ucenici napreduju kroz razrede, ¢ak naprotiv, prvasi¢i ¢e i prije od
srednjoSkolaca odredivati svojstva oblika brojeci stranice ili kutove lika (Lehrer i dr., 1998).

Mala djeca, takoder, vrlo brzo razvijaju i ideje o sli¢nosti, no prvenstveno ju uo¢avaju ako su
likovi sli¢no polozeni (Beilin, 1984). Prema Rosseru (1994) ucenici srednjih razreda (kod nas ucenici
od Cetvrtog do Sestog razreda) u obrazlaganju geometrijskih ideja koriste se dosad naucenim
geometrijskim svojstvima o likovima i koriste transformaciju i pomicu likove u ravnini, iako nisu
uvijek precizni.

Mlada djeca Cesto ne mogu zamisliti kako bi oblik izgledao kada bismo ga preokrenuli ili
zarotirali, odnosno izometri¢no preslikali. Kada je ispitivana grupa Cetverogodi$njaka prakticirala
presavijanja kvadrata napola i rezanje kvadrata dijagonalno, smijesili su se sa iznenadenjem kada bi
otkrivali da su dobiveni oblici trokuti. Sli¢no, kada preokrenu polovicu jednakokra¢nog trokuta kako
bi dobila paralelogram odusevljena su transformacijama i pokuSavaju preokrenuti dobivene
pravokutne trokute na sve moguce nacine (Copley, 2000).

Willifordovo istrazivanje (Williford, 1972) pokazalo je da su ucenici drugih razreda u
Sjedinjenim Americkim Drzavama mogli fizicki geometrijski preslikavati likove, ali nisu mogli
mentalno zamisljati tu radnju. Na testovima prostornih sposobnosti dokazano je da ucenici mogu
nauciti mnogo o geometrijskom preslikavanju i u pocetnoj nastavi matematike i internalizirati iste
radnje (Clements, Battista, 1997, prema Del Grande, 1986). Zamisljanje lika da ,klizi po povrSini*
mnogo im je jednostavnije od rotiranja i bilo kakvog preokretanja lika (Perham, 1978), dok sposobnost
da lik preokrenu ili zarotiraju moze otezati smjer tranformacije (Shultz i Austin, 1973).

Kada se igraju takozvanim kockicama djeca ¢e prvo pokusavati spojiti dva oblika na temelju
svojstva simetri¢nosti, onda ¢e ih usporediti (staviti jedan do drugoga) i napose sastaviti od njih neki
jednostavan oblik (Clements i1 Battista, 1992). Djeca posjeduju intuitivno shvaéanje simetrije od
najranije dobi koje im pomaze prilikom manipulacije oblicima u prostoru. Primjerice, jasno razlikuju
kocku od ostalih kvadara jer je kocka simetri¢nija — kakogod ju se okrene, ona jednako stoji, dok ostali
kvadri pridonose konstrukciji ovisno o poloZzaju. Prva faza u razumijevanju simetrije je razumijevanje
osi simetrije brzom analizom simetri¢ne slike u svim smjerovima. Djeca preferiraju vertikalne, a
ponekad i vodoravne osi jer se koncept ,,gore i dolje razvija brzo. Takoder, djeca ¢e lakSe shvatiti
simetriju rotacijom objekta. PredSkolci su u jednom americkom vrticu obja$njavali kako su
jednakostrani¢ni trokuti simetri¢ni u svojim stranicama ,jer ako ga okrene$ on je isti“ (Gallou-
Dumiel, 1989).

Kako bi os simetrije lakSe razumjeli, u¢enicima mozemo zadati zadatak da nacrtaju samo
polovicu crteza (polovica jabuke, polovica ¢ovjeka, polovica stabla i sl.), motivirati ih na promatranje
zrcalne slike u ogledalu (ako ogledalo postavimo na os simetrije crteZa) i razgovarati o uocenim
svojstvima.

Kompjuterski softveri danas ucenicima olakSavaju shvaéanje simetrije i transformacija.
Clements i sur. (2001) spominju kako je Logo program pomogao ucenicima da stvore bogate slike
geometrijskih transformacija te da se osvrnu i opiSu te transformacije, moguce i njihova svojstva.
Logo programi takoder od ucenika traze da izrazavaju svoje radnje mnogo preciznije, nego na primjer,
Sto to ¢ine na crtezima. Stoga racunala u nastavi mogu posluziti prilikom shvacanja simetrije, cak osne
i centralne, te translacije, gradiva koja ¢e biti potrebna u kasnijim razredima, kroz igru. Jedna je studija
potvrdila da su Logo programi pomogli, vjezbanjem sortiranja likova i translacijama u ravnini, u
prelasku ucenika na 2. Van Hiele razinu (Johnson — Gentile, Clements i Battista, 1994). EPoC
(Evaluation of Potential Creativity) pak test kreativnosti (T. Lubart i suradnici, internetska stranica
Crealude) ispituje razvoj matematicke kreativnosti u geometriji i aritmetici. Osnova geometrijskih
zadataka su manipulacije likovima u ravnini i prepoznavanje medusobno sukladnih. Manipulacije se
izvode koriStenjem misa.

Chaille i MacCormick Davis (2016) uspjesno ugraduju teme sukladnosti i sli¢nosti oblika,
relacija, simetri¢nosti i transformacija oblika u konstruktivisti¢ki kurikul integriranih matematic¢ko-
prirodoslovnih sadrzaja. Posebno naglasavaju konstruktivisti¢ku paradigmu i koncept velikih ideja te
aktivnosti orijentiraju oko velikih ideja: uzorci, relacije, simetrija i balans, transformacije, gibanje.
Iskustvenim ucenjem i kroz konstrukciju znanja i rjeSenja problema koji se odnose na vise tema, a
zajednic¢kih koncepata, usvajamo i viSe od samih koncepata, srz. Postulirajuéi simetriju, relacije,
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uzorke i transformacije kao velike ideje (matematike i prirodoslovlja), daju smjer obrazovne prakse u
kojoj navedene u osnovi geometrijske ideje imaju suStinsku vaznost za razumijevanje drugih tema
prirodoslovlja i matematike.

Primjeri aktivnosti za poticanje geometrijskog misljenja

U kurikulumu razredne nastave geometrija je jedno vrijeme predstavljala jedinu vizualnu
usmjerenu matematiku ponudenu ugenicima. Cesto zbog toga odustaju od matematike u srednjim
Skolama ili na fakultetima oni u€enici koji bi u tome bili izuzetno dobri. Na taj na¢in drustvo ostaje
bez potencijalnih kreativnih arhitekta, geodeta, inZenjera, topologa i opcenito matematicara
(Goldenberg, Cuoco, Marko 1998). Za neke pak ucenike vizualni pristup je neophodan za ucenje
matematike. Onim ucenicima koji sebe smatraju lo§ima u matematici vizualni je pristup klju¢ za
poimanje matematike i prva prilika za sudjelovanjem. Znacajke matemati¢kih procesa Cesto su
otkrivene istrazivanjem putem vizualnih pristupa - i upravo je to ono $to moramo imati na umu
(Goldenberg i sur., 1998). Kurikulum mora pomo¢i kod razvoja prostornoga zora i geometrijskog
miSljenja. Geometrija zahtijeva pronalazenje uzoraka, sli¢nosti i razliitosti, simetrija i pravilnosti
izmedu odredenih oblika u prostoru. Preduvjet je sposobnost da oblik umno rastavimo, promotrimo
njegove pojedine elemente i stvorimo dovoljno dobre zakljucke o njihovim vezama kako bismo iz toga
izveli daljnju analizu i eksperimentiranje (Goldenberg i sur., 1998). Ucenje stoga moze ukljucivati
bogatu i zabavnu kombinaciju crtanja, manipulacije, zamisljanja, presavijanja papira, slaganja kocaka i
koristenja kompjuterski dizajniranih alata i simulacija svih ili nekih od gorenavedenih radnji.
Primjerice, u¢enici mogu nauditi pratiti i zapazati veli¢inu i odnose medu djelovima pomo¢u mjerenja,
skiciranja lica ili izrade maketa, tlocrta i plana. Po uzoru na Senechal (1991), kurikulum mora poticati
na razvoj vizualizacije kao i razmisljanja u slikama. S ciljem da pomognemo djeci da stvaraju, zadrze i
manipuliraju mentalnim slikama moramo ucenicima omoguéiti rad koji ukljucuje fizicku
manipulaciju, stvaranje i igranje s oblicima u prostoru. Cilj geometrije treba biti pruZiti djeci osjecaj za
to ,.8to taj oblik moze u€initi za mene* (Goldenberg i sur., 1998). Isti autori uo¢ili su da su struktura i
dizajn oblika mnogo bitniji od nomenklature i mjerenja oblika prilikom u¢enja manipuliranja oblicima
i samim time i razvoja prostorne inteligencije. Ovdje se nalaze neki od primjera pitanja na koje djeca
trebaju moci afirmativno odgovarati u svrhu razvijanja prostornog rasudivanja, sposobnosti mentalne
manipulacije predmetima (oblicima) i razvijanja prostorne inteligencije: Mogu li prepoznati predmet
samo prema dodiru? Mogu li prepoznati oblik predmeta uz pomo¢ njegovih odredenih sjena? Mogu li
predvidjeti te sjene gledajuci samo oblik predmeta? Mogu li nacrtati ono $to vidim? Mogu li nacrtati
ono $to ti vidi§ ako zamislim da gledam iz tvojeg kuta? Kakve oblike struktura mogu izgraditi rabeci
taj predmet (taj oblik)? Kako bi izgledao presjek kada bi predmet presjekao po pola? Mogu li ga
zamotati u poklon? Mogu li ga sastaviti od ¢ackalica i gumica? Mogu li ga izgraditi gledaju¢i samo
njegovu fotografiju? Mogu li ga prepoznati ako je naopako okrenut ili prepoznati neki njegov rotirani
dio? Prema ovim pitanjima moZemo formulirati puno jednostavnih aktivnosti za predSkolu i razrednu
nastavu. Koliko ¢e oblik biti slozen, hoée i se u njemu moéi prepoznati jednostavniji geometrijski
likovi poput trokuta, pravokutnika i kruga ovisi zapravo o cilju koji Zelimo posti¢i (da li on ukljucuje
raspoznavanje prirodnih oblika poput fraktalnih uzoraka biljaka ili oblike klasi¢ne geometrije).
Takoder, u praksi ¢emo Cesto uoCiti da djeca radije biraju sloZenije ,,prirodne* oblike za
rekonstrukciju. Lego kockice na primjer pomazu kreiranju, manipulaciji i ¢itanju mentalnih slika, a
sluze¢i se njima u u¢ionici moZemo ozivjeti i neke sloZenije (prirodne) oblike. Na Slici 1 prikazani su
uratci petogodi$njaka, gdje je zadatak bio od zadanih Lego dijelova sloZiti oblike od kojih su neki bili
zadani (gitara, helikopter, jedrilica), drugi nisu (trkac¢i automobil, gliser).
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e Al a PN
Slika 1. Slobodno imitiranje stvarnih oblika zadanim skupom Lego kockica

Sluzec¢i se sljede¢im zadacima mozemo postici bolje poimanje simetrije i kongruencije. Koja slova
abecede u ravnini mogu biti izrezana u dva identi¢na dijela? Postoje li neka koja mogu biti izrezana u
tri ili ¢ak Cetiri simetri¢na ili identi¢na dijela? Neki ucenik moze zamisliti slovo T prepolovljeno
vertikalno u njegovom srediStu te na taj na¢in moZze rije$iti problem dobivsi tako dva identi¢na djela.
Drugi pak ucenik rjeSava problem tako da neko slovo (primjerice B) sijece horizontalno. Na koliko
razli¢itih nacina moZze$ presaviti ¢etverokut (pravokutnik, kvadrat, peterokut i sli¢no) kako bi jedan dio
leZao u potpunosti na drugom? Kakve oblike stvara$ kad to ¢ini§? Na koliko na¢ina moze§ poloziti
jedan ravan rez kroz pravokutan list papira tako da dobije$ dva dijela koja mogu biti slozena i
zalijepljena tako da tvore trokut? Vidimo da je za odgovore na ovakva pitanja potrebno dosta mentalne
manipulacije slikama odnosno fizicke manipulacije — crtanje, rezanje, lijepljenje, skiciranje, rotiranje i
sliéno. Sve to daje nam do znanja da je za napredovanje u prostornom rasudivanju potrebnu uistinu
dosta prakti¢nog iskustva koje onda ukljuc¢uje misaonu manipulaciju predmetima.

Neke pak oblike, u€enici najbolje mogu izraditi sastavljanjem te kombiniranjem i pomicanjem
drugih oblika. Prvi od ovih primjera ukljucuju slike s kojima se ucenici ¢esto susre¢u u nastavi, ali
nikad ih nisu vjezbali stvarati u glavi. U udzbenicima iz matematike za razrednu nastavu rijetko ¢emo
nai¢i na zadatak koji trazi ,,stvaranje i rotiranje oblika u glavi (Goldenberg i sur., 1998, str. 10):
Rotiraj kvadrat, pravokutnik, peterokut ili trokut oko njihovih stranica dok ne dobije§ konacan oblik.
Kakav trag ostavljaju i koji lik zapaza3? Kada bi uzeo lizaljku za njezinu drsku i rotirao je oko drske
koji oblik (lik) bi ostavio njezin obris u prostoru? Prerezi ravnom crtom kvadrat pocevsi od jedne
stranice kvadrata prema suprotnoj. Kakve oblike mozes$ dobiti od dvoje oblika koje si upravo izrezao
slazu¢i ih na dva podudarajuc¢a kraja? Napravi ravan rez kroz slamcicu na razli¢ite nacine. Kako
izgleda prerez? Napravi isto s kockom. S jabukom. S krafnom. S naran¢om. Kako izgleda prerez?
Koriste¢i prirodno svjetlo sunca ili neki umjetni izvor (lampicu) osvijetli limenku soka. Ili neki drugi
predmet. Kakvih sve oblika moze biti sjena limenke? Kockina sjena? Je 1i moguce poznavati oblik
predmeta ako imamo dovoljan broj njegovih sjena? Mora li sjena pravokutnika ili kvadrata na ravnom
zidu uvijek biti etverokut? Ili paralelogram? Sto se dogodi ako kreiramo te sjene koriste¢i neki
obliznji izvor svjetlosti? U tom smislu predlazemo neke aktivnosti, kao Sto su:

e Ako prereze$ kvadrat dijagonalno od ugla do ugla dobijes Cetiri pravokutna trokuta. Koliko
razli¢itih likova moze$ sastaviti koriste¢i se trokutima, tako da pazi$ da se trokuti dodiruju
samo jednakim stranicama? (prikazemo crtezom dozvoljene poloZaje)

e Krugovi su poslagani tako da lik nalikuje na trokut. Koliko i koje krugove moze§ pomaknuti
tako da dobije$ suprotno okrenuti trokut? Koliko najmanje? (Slika 2.) Cilj aktivnosti je
vjezbati transformaciju nad likovima i vizualno zamisljanje. Mozemo takoder ostvariti i dobru
unutarpredmetnu korelaciju s domenom Mjerenje.

/&D Y T
OO

Slika 2. Zadatak transformacije skupa krugova prema zadanom obliku
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e Koji je najve¢i broj kvadrata koji moze§ dobiti presjekom tri kvadrata? Aktivnost zahtjeva
mentalnu manipulaciju nad oblicima i razvija sposobnost vizualizacije i transformacije nad
oblicima.

e Nacrtan je dio koordinatne mreze s istaknutim tockama. Nacrtaj sve
trokute/pravokutnike/paralelograme... tako da su im vrhovi u istaknutim to¢kama, i unutar
njih je to¢no jedna istaknuta to¢ka. Vjezbom provjeravamo razumijevanje sadrzaja pojmova —
razlicite oblike, veli¢ine i orijentacije likova.

e (Od zadanih likova (trokuta, pravokutnika,...) sastavi $to viSe nesukladnih likova (trokuta,
pravokutnika,...). Vjezbamo transformacije i mentalne vizualizacije u ravnini.

e Od zadanih likova (trokuta, pravokutnika,...) sastavi lik najveceg (najmanjeg) opsega (duljine
ruba).

Aktivnosti koje ukljucuju slaganje i razlaganje modela geometrijskih oblika te slaganje
razlicitih slagalica geometrijskim oblicima, poput tangrama, pomazu u razvijanju geometrijskog
misljenja, logi¢kog zakljuivanja, povezivanja i argumentiranja unutar i medu sadrzajima
geometrije, matematike i ostalim predmetima. Razne igre imaju isti efekt, tako primjerice igra
potapanja brodova razvija snalazenje u prostoru i priblizava ideju koordinatizacije, kao i vizualnog
reprezentiranja objekata u ravnini.

Chaille i MacCormick Davis (2016) predlazu niz prakti¢nih aktivnosti vezano za najranije
integrirano poducavanje matematike i prirodnih znanosti. Ne nude samo izvor aktivnosti ve¢ jasno
razradenu konstruktivisticku paradigmu i razradu dolaska do takozvanih velikih ideja. U tom
kontekstu predloZzene vjezbe usporedivanja raznih oblika i uzoraka stvorenih od oblika,
konkretnom manipulacijom u prostoru kao i mentalnim transformacijama, uklapaju se u Siru
prirodoznanstvenu sliku. Tu spadaju i vjezbe kojima ¢e ucenici, kako opisuju Goldenberg i
suradnici (1998), ,,vidjeti nevidljivo®, odnosno: 1. vidjeti koli¢inu — prikazivati graficki koli¢ine
piktogramima i sli¢no, kako bi se kasnije koli¢ine lakSe zamis$ljale; 2. vidjeti promjenu —
procjenjivati veli¢ine, koli¢ine koje su rezultat promjene, mjeriti, uo€avati promjene jednog
svojstva dok druga ostaju nepromijenjena i sli¢no; 3. vidjeti proces — sastavljati, rastavljati, crtati,
prikazivati i sli¢no.

Zakljucak

Istrazivanja koja u centar stavljaju razvoj prostornog rasudivanja i prostornog zora te njihovu
utjecaj na razvoj drugih oblika misljenja identificiraju niz ¢imbenika tih razvoja. U skladu s tim u
manjoj ili vecoj detaljnosti sugeriraju odgovarajuce osnovne, konstruktivistickim jezikom receno
velike ideje i odgovarajuce aktivnosti. Neke konkretne aktivnosti predlozene su u ovom radu, no o¢ito
je da se radi o neizmjerno bogatom podrucju. Rad otvara pitanja dovoljne uklju¢enosti navedenih
aktivnosti u kurikul, formalni i implicitni, kao i organiziranost kurikula u skladu s rezultatima
znanstvenih istrazivanja danaSnjice. Kurikuli bi trebali biti organizirani oko onog $to je prihvaceno da
su osnovne (fundamentalne, velike...) ideje u geometriji, odnosno nastavi geometrije. Citirana
istrazivanja najce$¢e su izrasla na konstruktivistiCkoj paradigmi ¢ime se razmi$ljanja o unapredenju
nastave geometrije kroz aktivnosti upravo idealno uklapaju u suvremene pedagoske tendencije. U
daljnjim istrazivanjima valjalo bi usporediti nacionalne matematic¢ke kurikule u vi$e drzava te njihovu
organiziranost oko fundamentalnih ideja u podu¢avanju oblika i prostora. Uz moguénost promatranja
eksperimentalnih razreda, longitudinalnom studijom trebalo bi usporediti uspje$nost ucenika, najlakse
veé poznatim testovima postignutih van Hiele razina. Takoder, trebalo bi usporediti zadovoljstvo i
osjecaj tjeskobe ucenika takvom nastavom oblika i prostora, u odnosu na onu koja se izvodi prema
postojeCem kurikulu. S obzirom da medu predlozenim aktivnostima ima zajednickih s onima
predlozenima za konkretne van Hiele razine geometrijskog misljenja (Crowley, 1987), ovakav kurikul
morao bi dati vecu uspjesnost u¢enika analizirajuéi postignute van Hiele razine. Osjecaj zadovoljstva
time bi kod ucenika trebao biti veci, ve¢ i samim tim $to bi se intenzivnije razvijalo geometrijsko
mi$ljenje van uobicajenog kolosjeka formalnog dokazivanja.
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SHAPE AND SPACE IN THE EARLY TEACHING OF MATHEMATICS

Abstract: The paper provides an overview of theories and papers relevant to the reflection on the
teaching of shape and space, especialy early teaching. It thereby points to new possibilities that may
change the landscape of geometry education. The goal is a more modern, higher-quality curriculum
and higher-quality teaching of shape and space, with better student achievements and less anxiety
caused in students. These include: research into the understanding of shape and space and its
relationship to school mathematics in general and school geometry in particular, the importance of
transformational geometry in the curriculum including symmetry and other isometries, the function of
drawing, modeling, games, describing in construction of geometrical knowledge, the role of digital
technologies and the ability to expand elementary school geometry from its typical vocabulary
emphasis to work on composing, decomposing, sorting, comparing, and mentally managing two-
dimensional and three-dimensional figures. The change of approach in teaching geometry is
compatible with the emphasis on the constructivist approach in teaching and creating curricula.

Keywords: shape, geometric thinking, transformations, manipulation, vizualization
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